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რეზიუმე 
ნაშრომის ზოგადი დახასიათება 
sadisertacio naSromSi kvlevis obieqts warmoadgens sxvadasxva teqnikuri 
obieqtebis moZraoba, rogoricaa safreni aparatebi, damiznebis sistemebi, 
ierarqiuli sistemebi. samuSaos mizans warmoadgens maTematikuri modelebis 
da maT safuZvelze programuli kompleqsis damuSaveba aRniSnuli sistemebis 
moZraobis kompiuteruli modelirebis Casatareblad. Kkompiuteruli da 
maTematikuri modelireba aris maRalefeqturi da SedarebiT iafi meTodi 
rTuli teqnikuri sistemebis kvlevisas. gansakuTrebul mniSvnelobas 
maTematikuri da kompiuteruli modelireba iZens iseTi rTuli teqnikuri 
sistemebis, romelTaTvisac bunebrivi kvlevis Catareba aris Sromatevadi da 
ZviradRirebuli procedura. teqnikuri obieqtebis moZraobis modelirebis 
Sedegebi gamoiyeneba teqnikuri gadawvetebis optimalobis Sesafaseblad, 
axali nimuSebis proeqtirebisas, Zvelis modificirebisas an arastandartuli 
situaciebis gamokvlevisas. rig SemTxvevebSi, magaliTad eskizuri 
proeqtirebis etapze an unikaluri teqnikuri obieqtis kvlevis dros, 
maTematikuri da kompiuteruli modelireba aris erTaderTi saSualeba 
rTuli teqnikuri sistemis gamokvlevisaTvis. 
teqnikuri obieqtebis dinamiuri Tvisebebis gamokvleva warmoadgens 
aucilebels da erT-erT yvelaze mniSvnelovan etaps teqnikuri sistemebis 
kvlevisa da proeqtirebisaTvis. Ddinamiuri analizis sirTule mdgomareobs 
zusti analitikuri kvlevis SeuZleblobaSi martivi sistemebisaTvis ki, 
radganac dinamika, rogorc wesi aRiwereba diferencialuri an 
diferencialur-algebruli gantolebebis sistemebiT, zogad SemTxvevaSi ara 
wrfivi, romelTaAamoxsna mkafio saxiT SeuZlebelia. meore mxriv, 
Tavisuflebis didi xarisxis mqone moZraobis sistemebis gantolebebis 
Sedgena SeiZleba aRmoCndes aramartivi procedura. es dakavSirebulia 
sirTulis zrdiT kinematikuri sidideebisaTvis, romlebic gansazRvraven 
sistemaSi Semavali elementebis mdgomareobas, siCqares da aCqarebas. am tipis 
modelebis kompiuterul I realizacia iqceva rTul problemad, romelic 
moiTxovs axali midgomebisa da meTodebis SemuSavebas. 
 
Temis aqtualoba 
rogorc cnobilia, moZraobis marTvis amocanebi warmoadgenen erT-erT 
yvelaze rTuls, aqtualurs da amave dros gavrcelebul mimarTulebas 
mecnierebasa da teqnikaSi. aq sakmarisia aRiniSnos amocanebi, romlebic 
dakavSirebulia mfrinavi aparatebisa an roboto-teqnikururi mowyobilobebis 
muSa organoebis sivrcobrivi moZraobebis marTvasTan. aRniSnuli amocanebi 
bolo dros  farTe gamoyenebas pouloben agreTve Sesabamisi procesebis 
kompiuterul modelirebaSic da animaciur grafikaSi, rac Zalze aqtualuria 
proeqtirebis avtomatizirebuli sistemebSi. amgvari saxis amocanebSi 
gansakuTrebuli adgili ukavia brunviTi moZraobebis marTvis sakiTxebs, 
romlebsac teqnologiuri TvalsazrisiT gaaCnia Zalze mniSvnelovani roli, 
vinaidan amgvari mowyobilobebis muSa organoebis moZraoba umetesad swored 
brunviT xasiaTs atarebs. sivrcobrivi brunviTi moZraobebis marTvis 
amocanebSi ZiriTad sirTules warmoadgens  am amocanebis maRali 
ganzomileba, vinaidan am SemTxvevaSi Cndeba 9 parametris (adgilmdebareoba, 
siCqare da aCqareba) erTdroulad marTvis aucilebloba. es gansaZRvras im 
faqts, rom dReisaTvis arsebuli  sivrcobrivi brunviTi moZraobebis marTvis 
meTodebi da maT bazaze agebuli marTvis sistemebi gamoirCevian sirTuliT, 
aramdgradobiT (araadapturobiT) da maRali RirebulebiT, rac Tavis mxriv 
amcirebs Sesabamisi sistemebis da mowyobilobebis teqnologiur efeqturobas. 
dReisaTvis rTuli sistemebis sivrciTi gadaadgilebis erT-erTi, rom 
ara vTqvaT erTad-erTi, marTvis meTodi SesaZlebelia mokled aRvwerod 
Semdegnairad. dauSvaT, rom obieqti gadayvanil unda iqnas mocemuli sawyisi 
mdebareobidan, romelic ganisazRvreba rogorc sam ganzomilebiani sivrcis 
wertili, amave sivrcis sxva wertilSi. amgvari amocanis amoxsna iTxovs 
eileris kuTxeebis gamoTvlas, romlebic uzrunvelyofen saWiro sivrcobriv 
moZraobas. es iTxovs sawyisi amocanis gansxvavebul formulirebas brunvaTa 
kuTxeebis terminebSi, ese igi sawyisi sivrcobrivi moZraobas warmodgenen 
rogorc sami sakoordinato RerZebis irgvliv brunvebis superpozicias. 
ukanasknels mivyevarT sami 3×3 brunvaTa matricebisaken, romlebic Seicaven 
2×2 organzomilian brunvaTa qvematricebs. am matricebis namravli 
warmoadgens im matricas, romelic uzrunvelyofs brunvas sawyisidan 
saboloo wertilamde, da romlis safuZvelze gamoiTvleba eileris kuTxeebi. 
aRwerili meTodi xasiaTdeba Semdegi naklovanebebiT:  
1. is iTxovs dekartTa koordinatebSi gansazRvrul teqnologiuri 
amocanis Secvlas sakoordinato RerZebis irgvliv sami brunvaTa amocaniT, 
rac cxadia aris Zalze mouxerxebeli da rac iTxovs drois damatebiT 
xarjvas;  
2. marezultirebeli matrica, romelic warmoadgens sami matricis 
namravls, SeiZleba aRmoCndes cudad ganpirobebuli, rac iwvevs eileris 
kuTxeebis gamoTvlisas cdomilebebis zrdas;  
3. erTi marTvis amocanis magivrad warmoiSveba sami, rac, cxadia 
arTulebs teqnikuri mowyobilobis programirebas da marTvis aparaturas.  
aRsaniSnavia agreTve,  rom literaturaSi meTodebi, romlis 
saSualebiTac SeiZleba movaxdinoT brunva,  mocemulia mxolod im 
SemTxvevisTvis, rodesac eileris kuTxeebi ukve gansazRvrulia.   magram ar 
arsebobs eileris kuTxeebis gamoTvlis meTodi, Tu zogadaT mocemulia 
kuTxe θ,  romelzedac unda Sebrundes veqtori.  es ki sakmaod vrclad 
gavrcelebuli amocanaa teqnikaSi da kompiuterul grafikaSi. sasurveli 
iqneboda damuSavdes   meTodi, romelic mogvcemda   saSualebas 
gamovTvaloT eileris kuTxeebi im SemTxvevaSic ki, Tu mocemulia mxolod 
zogadi brunvis kuTxe sawyisi veqtoris saboloo veqtorSi gadasayvanad. 
Kkidev erTs Zalze mniSvnelovan amocanas warmoadgens is rom, xSir 
SemTxvevaSi, brunviTi moZraobis marTvis teqnologiuri amocanis 
warmatebuli amoxsnisaTvis saWiroa moZraobis saboloo etapze zusti 
pozicionireba da, aqedan gamomdinare, marTva am etapepze (terminaluri 
marTva) xdeba gansakuTrebiT aqtualuri. Aamgvari amocanebis efeqturi 
amoxsna saSualebas mogvcems gavaumjobesoT teqnologiuri procesebis 
xarisxi,  radgan amgvari procesebis xarisxi mraval aspeqtSi damokidebulia 
brunviTi moZraobebis sistemebis elementebis terminaluri   pozicionirebis 
sizusteze.  
MmeTodebis umravlesoba, romlebic gamoiyeneba zemod moxseniebuli 
amocanisTvis, aris programuli marTvis optimaluri meTodebi (ganrTuli 
meTodebi uku kavSiris gareSe). aseTebs ganekuTvneba maqsimumis principi, 
dinamikuri programirebis meTodi, momentebis meTodi da sxva. rogorc 
aRiniSna, yvela CamoTvlili meTodi programulia, anu iTxovs marTvis 
kanonis u(t) winaswar  gamoTvlas da ar iZleva moZraobis procesSi misi 
koreqtirebis saSualebas. amavdroulad praqtika iTxovs avtomaturi 
regulirebis sistemebis (ars) agebas, romlebic ukukavSiris princips iyenebs, 
rac moZraobis procesSi moZraobis traeqtoriis koreqtirebis saSualebas 
iZleva. 
Yyovelive zemod naTqvami gansazRvravs warmodgenili naSromis 
samecniero da praqtikul aqtualobas. 
K 
kvlevis miznebi 
naSromSi ganisazRvra kvlevis Semdegi amocanebi da miznebi:  
• tradiciulis meTodebis nacvlad SemuSavdes axali meTodi 
dafuZnebuli inovaciur maTematikur meTodze, romelic 
saSualebas mogvcems miviRoT eileris kuTxeebi, rogorc sawyisi 
da saboloo wertilebis koordinatebis funqciebi.  
• dasamuSavebelma meTodma saSualeba unda  mogvces gamovTvaloT  
eileris kuTxeebi im SemTxvevaSic ki, Tu  mocemulia  mxolod 
zogadi  brunvis  kuTxe sawyisi  veqtoris saboloo veqtorSi  
gadasayvanad. 
• damuSavdes sivrciTi brunvebis saboloo (terminaluri) mdgomareobebis 
marTvis martivi adaptiuri algoriTmebi 
 
kvlevis  meTodebi. samuSaoSi gamoyenebulia brunvebis jgufebis warmodgenis 
Teoriis elementebi, spinorebis Teoriis meTodebi, moZraobisa marTvis 
variaciuli meTodebi, Cveulebrivi diferencialuri gantolebebis meTodebi,  
MatCad-ze programirebis meTodebi. 
 
samecniero siaxle. naSromis samecniero  siaxle  mdgomareobs  SemdegSi: 
1. sivrciTi moZraobebis marTvis arsebiTad samganzomilebiani 
  amocana iqna dayvanili erTganzomilebianze 
2. brunvebis aRsawerad pirvelad gamoyenebulia maTi spinoruli 
 warmodgena. miRebulia martivi gamosaxulebebi mmarTveli 
orTogonaluri matricis elementebis gamosaTvlelad brunvis 
centris, sawyisisa da saboloo wertilebis koordinatebis 
mixedviT;   
3. miRebulia mmarTveli eileris kuTxeebis gamosaTvleli  
  martivi sainJinro formulebi; 
4. SemuSavebulia terminaluri marTvis zogadi variaciuli  
  principis dasabuTeba 
5. SemuSavebulia sivrciTi brunvebis moZraobis marTvis  
  terminaluri amocanebis gadawyvetis zogadi variaciuli  
  meTodi;  
6. SemuSavebulia martivi adaptiuri algoriTmebi 
terminaluri 
   marTvis  sxvadasxva kerZo amocanebis (gaqanebis, dayvanis 
da  
  daaxloebis) gadasawyvetad 
7. SemuSavebulia adaptiuri algoriTmebis programuli  
  uzrunvelyofa Matcad sistemis gamoyenebiT 
 
naSromis praqtikuli mniSvneloba mdgomareobs imaSi, rom damuSavebuli 
algoriTmebi SeiZleba warmatebiT gamoyenebuliyos sxvadasxva teqnikuri 
sistemebis (mfrinavi obieqtebi,  damiznebis sistemebi, robototeqnika, 
kompiuteruli grafika da animacia, avtomatizaciisa da proeqtirebis 
sistemebi (CAD) damuSavebisas praqtikuli teqnologiuri amocanebis 
gadasawyvetad, rac gaaumjobesebs maTi sabolo pozicionirebas da amiT 
mTlianobaSi aamaRlebs teqnologiur procesebis marTvis xarisxs.  
naSromis aprobacia. naSromis ZiriTadi Sedegebi ganxiluli iyo 
saqarTvelos teqnikuri universitetis da  Savi zRvis saerTaSoriso 
universitetis seminarebze,. 
gamoqveynebuli Sromebi. samuSaos Temaze gamoqveynebulia 3 naSromi. 
samuSaos struqtura da moculoba. samuSao moicavs  145 gverds, Seicavs 3  
Tavs, literaturis CamonaTvals, danarTs, 3 cxrils da 19 naxazs. 
 
  
Abstract 
General Information on the Thesis 
The research subject of the thesis is the movement of the various engineering  objects, such as 
aircrafts,  guidance  control systems, hierarchical systems, etc. The aim of the work is the 
development of mathematical models and   program system based on them to execute computer 
modeling of the above systems’  movement. The computer modeling is a  highly effective and 
relative cheap method  to investigate  complex engineering systems. Mathematical and computer 
modeling has  special significance  when researching such complex engineering systems for which 
execution of natural experiments is labour-intensive or expensive. Results of modeling of complex 
engineering systems’ movement  are used to evaluate optimality of technical  solutions when 
designing new product samples, modifying old  ones  or investigating non-standard situations. In a 
number of cases, for example, at the stage of draft design or when we deal with unique engineering 
object, mathematical and computer modeling is an only way to investigate complex engineering 
systems.  
Investigation of dynamic properties of complex engineering objects is an indispensable  and 
very important stage of complex engineering systems’ research and development. Complexity  of 
dynamical analysis  consists in  impossibility of exact analytical research of even simple systems, 
because dynamics, as a rule,  is described by differential or algebraic-differential systems ( generally, 
non-linear ones). It is impossible to solve  such systems in an explicit form. On the other hand,  
construction  of  movement equations  with high degree of freedom can turn out to be not simple 
procedure. This is closely related to growth of complexity for kinematic values that determine 
position, velocity and acceleration of bodies which are parts of the system.  
Implementation of computer models of such types becomes a rather complex  problem that 
requires development of new approaches and methods.  
 
 
 
Topicality of the Research 
Problems of control of spatial motions in general and, in particular, of rotational motions 
belong to the most topical directions in the complex of high technologies which demand a lot of 
scientific research. It is enough to mention problems of control of aircraft flight control or  robot arm 
tools’  spatial motion.   Today the above problems  are widely adopted also to computer modeling of 
relevant processes and computer graphics that is of large importance for development of CAD 
systems. In such kind of problems the issues of  rotation motion control have particular significance 
since motion of operative parts are predominantly described exactly in terms of rotations. The main 
difficulty in problems of spatial rotation motion control  is the high dimension of such problems since 
in this case appears a need to control  9 parameters (position, velocity, acceleration). This 
determines the fact that currently existing methods of rotation motion control and control systems 
based on these methods are characterized by complexity, instability (non-adaptability) and high price 
that, on its turn, reduces technological effectiveness of relevant systems and devices.  
To date one of few, not to say the least, unique method of  spatial motion of complex systems 
can be shortly described as follows: assume that an object has to be moved from an initial position 
(that is determined as an spatial point in three dimension) to another point in the same space.  
Solution of such a problem requires  computation of Euler angles that provide a needed spatial 
motion. This requires different formulation of the initial problems in terms of rotation angles. That is, 
the initial spatial motion is represented  as a superposition of rotations around 3 axis. The latter leads 
us  to three 3x3 rotation matrices that contain two 2x2 two-dimensional sub-matrices. The product 
of these matrices represents the matrix that provides rotation from the initial position to final one 
and on the basis of which Euler angles are computed. This method has the following disadvantages: 
1. the method  requires replacing the technological problem defined in Cartesian 
coordinates by the problem of three rotations around three axis;  obviously,  this is 
an extremely awkward and causes waste of time 
2. the  resulting   matrix that represents product of three matrices can be poorly 
determined and this causes growth of error in computation of Euler angles 
3. instead of one control problem three problems arise that, obviously, complicates 
programming of technical devices and control equipment.  
It is significant that  all the literature explains how to rotate in case when  Euler angles are given. 
There is no clear explanation for calculating the Euler angles. The latter is very important problem in 
engineering, computer graphics and simulation. It would be desirable to develop a method that  
would allow us to calculate Euler angles even in case when only general rotation angle between 
initial and final positions of rigid body  is given  
Another very important problem is that, in a majority of cases, for a successful solution of 
technological problems of rotational motion control  it is necessary to provide an exact positioning in 
the terminal stage of motion and thusthe control of terminal states  (terminal control) becomes of 
special topical interest. An effective solution of such problems will enable us to improve the quality 
of technological processes, since the quality of these processes depends in many respects on the 
accuracy of the terminal positioning of the rotation motion systems’ elements 
Most of the methods used to solve these problems are optimal methods of programmed 
control (disconnected methods without feedback). They include the maximum principle, the dynamic 
programming method, the momentum method and others.  
As has been noted, all the listed methods are the programming ones, i.e. requiring the 
preliminary calculation of the control law u(t) and not making it possible to correct this law during 
motion. However practice requires the construction of automatic control systems (ACS) employing 
the feedback principle, since such systems make it possible to correct the motion trajectory in the 
course of the process.  
All the above-said determines scientific and practical topicality  of the submitted thesis.  
 
Objectives of the Research 
The following objectives are defined: 
1. Instead of  conventional methods a new method based on the new innovation 
mathematical  method and which  will allow  Euler angles as a function of initial and 
final positions’ coordinates to be obtained  will be developed 
2. The method to be developed  has  to allow  Euler angles to be computed  even in case 
when only general rotation angle between initial and final positions is defined 
3. Simple adaptive algorithms  to  control  terminal positions  of  spatial rotations will be 
developed 
 
 
Research methods 
 
The following methods are used in the thesis: elements of the theory of representation of 
rotation groups, spinor theory methods, variational methods of motion control,  methods of ordinary 
differential equations,  methods of programming in MatCad. 
 
 
Scientific Novelty of the present researchconsists in the following:  
1. The obtained results have enabled the actual  three-dimensional problem of spatial motion 
control to be reduced  to the one-dimensional one 
2. To describe rotations the spinor representation of them has been used for the first time. 
Simple expressions to compute elements of control orthogonal matrices in respect to 
coordinates of the rotation’s center,  initial and final points have been obtained 
3. Simple formulas to compute Euler angles to be controlled have been obtained;  
4. Validation of the general variational principle for terminal control has been developed 
5. The general variational method to solve terminal problems of spatial rotation motion 
control has been developed 
6. Simple adaptive algorithms for terminal control of various particular problems 
(acceleration, bringing, approach) have been developed; 
7. Software package (in Matcad) to implement the adaptive algorithms obtained has been 
developed 
 
The Practical Importance of the work consists in that the developed algorithms can be successfully 
used to solve practical technological problems when designing and developing various engineering 
systems (aircrafts, guidance systems, robotics, computer graphics and animation, computer design 
systems (CAD)), which will improve processes of terminal positioning and, in the end, overall 
processes control quality.  
 
Presentations of the research. 
The main results of the thesis were presented at two scientific seminars at the  Georgian 
Technical University and at one scientific seminar at the  Black Sea International University. 
Publications.3 articles on the present work were published. 
Structure of the thesis.The thesis consists of 145 pages, comprises 3 chapters, References, 1 
Appendix, 3 Tables and 19 Figures 
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1.2. შემობრუნების მატრიცები;             
1.2.1. ნებისმიერი ღერძის ირგვლივ შემობრუნების მატრიცა;          
1.2.2. შემობრუნების მატრიცების წარმოდგენა ეილერის კუთხეების 
საშუალებით;                                                
1.3. კინემატიკის შებრუნებული ამოცანა;                              
1.3.1. შებრუნებული გარდაქმნის მეთოდი;                          
1.4. რობოტ-მანიპულატორების მოძრაობის მართვის მეთოდების მიმოხილვა;
                                                    
1.4.1. ოპტიმალური(პროგრამული) მართვის თეორიის მეთოდები; 
1.4.2. ტერმინალური მართვის ამოცანები;                          
1.5. დასკვნა და კვლევის მიზნები;                                         
1.5.1. დასკვნები; 
1.5.2. კვლევის მიზნები ;                                               
თავი მეორე. განზოგადებული ბრუნვების თეორიული საფუძვლების 
შემუშავება;                                                                           
2.1. ძირითადი ცნობები სივრცულ ბრუნვათა წარმოდგენის თეორიიდან;       
2.2. ოთხგანზომილებიან ფსევდოევკლიდური სივრცის სპინორული მოდელი 
; 
2.3. სამგანზომილებიანი ევკლიდური სივრცის სპინორული მოდელი;          
2.4. განზოგადებული ბრუნვების თეორია და ეილერის კუთხეების 
გამოთვლა; 
2.5. ეილერის კუთხეების გამოსახველი გამოსახულების მიღება;                
2.5.1. უნიტარული და ორთოგონალური მატრიცების დამაკავშირებელი 
განტოლებები; 
2.5.2. საკუთარი ორთოგონალური მატრიცის განსაზღვრა; 
2.6. ეილერის კუთხეების განსაზღვრა;                                      
2.6.1. რიცხობრივი მაგალითი;                                           
2.7.  მრავალრგოლიანი სივრცული მექანიზმების კინემატიკის უკუ ამოცანის 
გადაწყვეტა;                                                            
2.8. კინემატკრი ანალიზი;                                                   
2.8.1. კინემატიკური გამოსახულებები ეილერის კუთხეებისთვის;            
2.8.2. რიცხობრივი მაგალითი;  
თავი მესამე. მოძრავი მექანიკური ობიექტების ტერმინალური 
მდგომარეობების  მართვის მეთოდის შემუშავება და სინთეზი;                                       
3.1. ტერმინალური მართვის ამოცანა და მმართველი ფუნქციის  
სინთეზი;                                                         
3.2. დაყვანის ამოცანა;                                                
3.2.1. მმართველი ფუნქციის სინთეზი; 
3.2.2. მართვის პროცესის დინამიკის ანალიზი დაყვანის ამოცანაში; 
3.3. საწყისი აჩქარების (გაქანების) ამოცანა; 
3.3.1. მმართველი ფუნქციის სინთეზი;                               
3.3.2. მართვის პროცესის დინამიკის ანალიზი გაქანების ამოცანაში; 
3.4. მიახლოების ამოცანა;                                            
3.4.1. მმართველი ფუნქციის სინთეზი;                               
3.4.2. მართვის პროცესის დინამიკის ანალიზი მიახლოების  
ამოცანაში;                                                   
3.4.3. მიახლოების ამოცანა დამატებითი პირობით საბოლოო აჩქარებაზე;                                                   
3.4.3.1. მმართველი ფუნქციის სინთეზი; 
3.4.3.2. მართვის პროცესის დინამიკის ანალიზი მიახლოების  
      ამოცანაში დამატებითი პირობით საბოლოო აჩქარებაზე;  
3.5. თექნიკური სისტემების ელემენტების სივრცული               
ბრუნვებისსაბოლოო მდგომარეობათა მართვა;                           
3.5.1. მართვა მოძრაობის საწყის უბანზე;                         
3.5.2. მართვა თანაბარი ბრუნვის უბანზე;                         
3.5.3. დამუხრუჭება;                                             
შედეგები; 
გამოყენებული ლიტერატურე; 
დამატება. ადაპტიური ალგორითმების პროგრამული უზრუნველყოფა.       
 
     
Nნახაზების ნუსხა 
 
ნახაზი1.Aაბსოლუტური და დაკავშირებულიკოორდინატთა სისტემა 
     ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ განვსაზღვროთ განზომილებით 
ნახაზი2. კოორდინატთა მბრუნავი სისტემა 
ნახაზი3.ნებისმიერი ღერძის ირგვლივ ბრუნვა 
ნახაზი 4. Eეილერის კუთხეების პირველი სისტემა 
ნახაზი 5.ეილერის კუთხეების მეორე სისტემა 
ნახაზი 6. ϕ, θ, ψ –ეილერის კუთხეები 
     ნახაზი 7. ხუთრგოლიანი მანიპულატორის პრინციპული სქემა. 
ნახაზი 8. სივრცული ბრუნვის საწყისი, ბოლო და შუალედური 
ვექტორები. 
N ნახაზი 9. დაყვანის ამოცანის ავტომატური მართვის სისტემის ბლოკ- 
  სქემა. 
 Nნახაზი 10. საწყისი აჩქარების პროცესის მართვის ბლოკ-სქემა. 
     ნახაზი 11. მიახლოების ამოცანის ბლოკ-სქემა. 
 Nნახაზი 12. მოძრაობის საწყისი უბანი: ბრუნვის სიდიდის 
დამოკიდებულება დროზე 
ნახაზი 13. მოძრაობის საწყისი უბანი: კუთხური სიჩქარის  
დამოკიდებულება  დროზე 
ნახაზი 14. მოძრაობის საწყისი უბანი 
ნახაზი 15. თანაბარი ბრუნვის უბანი: ბრუნვის კუთხის  
დამოკიდებულებები დროზე 
ნახაზი 16. თანაბარი ბრუნვის უბანი: კუთხური სიჩქარის  
დამოკიდებულებები დროზე 
ნახაზი 17. თანაბარი ბრუნვის უბანი 
ნახაზი 18. დამუხრუჭების უბანი (გარდამავალი პროცესის არსებობა( 
ბრუნვის კუთხის მნიშვნელობის დამოკიდებულებები დროზე) 
ნახაზი 19. დამუხრუჭების უბანი (გარდამავალი პროცესის არსებობა)  
(კუთხური სიჩქარის დამოკიდებულებები დროზე) 
 
 
ცხრილების ნუსხა 
ცხრილი 1. ეილერის კუთხეების სამი სისტემა 
ცხრილი 2. მბრუნავი ვექტორის კოორდინატები );;( 321 ξξξξ .      
ცხრილი 3. მბრუნავი );;( 321 ξξξξ  ვექტორის კოორდინატთა გამოთვლა 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
მადლიერება 
უპირველეს ყოვლისა მადლობას ვუხდი ჩემს სამეცნიერო ხელმძღვანელს, 
პროფესორ, ბატონ ალექსანდრე მილნიკოვს, რომლის უაღრესად კვალიფიციური 
ხელმძღვანელობის და ღრმა მეცნიერული მითითებების გარეშე ეს ნაშრომი ვერ 
დასრულდებიდა. ის გვერდში მედგა როგორც პროფესიული, ასეევე მორალური 
თვალსაზრისით. 
მადლობას ვუხდი საქართველოს ტექნიკურ უნივერსიტეტს, ინფორმატიკისა და 
მართვის სისტემების ფაკულტეტს, მის დეკანს პროფ. ზ. წვერაიძეს, კომპიუტერული 
სისტემების და ქსელების დეპარტამენტის გამგეს, პროფესორს კ. კამკამიძეს, საბჭოს 
სწავლულ მდივანს, პროფ. თ. კაიშაურს.  
 
 
  
შესავალი 
მოძრაობის მართვის ამოცანები წარმოადგენენ ერთ-ერთ ყველაზე რთულს, 
აქტუალურს და ამავე დროს გავრცელებულ მიმართულებას მეცნიერებასა და 
ტექნიკაში. ისინი იკავებენ უმთავრეს ადგილს მეცნიერულად ტევად 
ტექნოლოგიებში როგორც სამხედრო, ასევე სამოქალაქო წარმოებაში. აქ საკმარისია 
აღინიშნოს ამოცანები, რომელებიც დაკავშირებულია მფრინავი აპარატებისა ან 
რობოტო-ტექნიკურური მოწყობილობების მუშა ორგანოების სივრცობრივი 
მოძრაობების მართვასთან. აღნიშნული ამოცანები ბოლო დროს  აგრეთვე იძენენ 
აქტუალობას შესაბამისი პროცესების კომპიუტერულ მოდელირებაშიც და ამგვარი 
პროცესების ანიმაციურ გრაფიკაში, რაც ძალზე აქტუალურია პროექტირების 
ავტომატიზირებული სისტემებში. ამგვარი სახის ამოცანებში განსაკუთრებული 
ადგილი უკავია ბრუნვითი მოძრაობების მართვის საკითხებს, რომლებსაც 
ტექნოლოგიური თვალსაზრისით გააჩნია ძალზე მნიშვნელოვანი როლი, ვინაიდან 
ამგვარი მოწყობილობების მუშა ორგანოების მოძრაობა უმეტესად სწორედ 
ბრუნვით ხასიათს ატარებს. სივრცობრივი ბრუნვითი მოძრაობების მართვის 
ამოცანებში ძირითად სირთულეს წარმოადგენს  ამ ამოცანების მაღალი 
განზომილება, ვინაიდან ამ შემთხვევაში ჩნდება 9 პარამეტრის 
(ადგილმდებარეობა, სიჩქარე და აჩქარება) ერთდროულად მართვის 
აუცილებლობა. ეს განსაძღვრას იმ ფაქტს, რომ დღეისათვის არსებული  
სივრცობრივი ბრუნვითი მოძრაობების მართვის მეთოდები და მათ ბაზაზე 
აგებული მართვის სისტემები გამოირჩევიან სირთულით, არამდგრადობით 
(არაადაპტურობით) და მაღალი ღირებულებით, რაც თავის მხრივ ამცირებს 
შესაბამისი მოწყობილობების ტექნოლოგიურ ეფექტურობას. 
Kკიდევ ერთს ძალზე მნიშვნელოვან ამოცანას წარმოადგენს ის რომ, ხშირ 
შემთხვევაში, ბრუნვითი მოძრაობის მართვის ტექნოლოგიური ამოცანის 
წარმატებული ამოხსნისათვის საჭიროა მოძრაობის საბოლოო ეტაპზე ზუსტი 
პოზიციონირება და, აქედან გამომდინარე, მართვა ამ ეტაპეპზე (ტერმინალური 
მართვა) ხდება განსაკუთრებით აქტუალური. Aამგვარი ამოცანების ეფექტური ამოხსნა 
საშუალებას მოგვცემს გავაუმჯობესოთ ტექნოლოგიური პროცესების ხარისხი,  
რადგან ამგვარი პროცესების ხარისხი მრავალ ასპექტში დამოკიდებულია ბრუნვითი 
მოძრაობების სისტემების ელემენტების ტერმინალური   პოზიციონირების 
სიზუსტეზე.  
Yყოველივე ზემოდ ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ ძალზე აქტუალურია  
ისეთი ახალი ალგორითმების დამუშავება, რომლებიც  შეიძლება წარმატებით იქნას 
გამოიყენებული სხვადასხვა ტექნიკური სისტემების (მფრინავი ობიექტები,  
დამიზნების სისტემები, რობოტოტექნიკა, კომპიუტერული გრაფიკა და ანიმაცია, 
ავტომატიზაციისა და პროექტირების სისტემები (CAD) დამუშავებისას პრაქტიკული 
ტექნოლოგიური ამოცანების გადასაწყვეტად. 
 
თავი პირველი. 
საკითხის განსაზღვრა და კვლევის მიზანი. 
Aამ თავში განსაზღვრული  იქნება  ის უმთავრესი ცნებები, რომლებიც 
გამოიყენება ზოგადად სივრცითი ბრუნვების დინამიკის კომპიუტერული 
მოდელირებისას [1÷2]. 
1.1. ზოგადი განსაზღვრებები 
კომპიუტერული მოდელირება წარმოადგენს ერთ-ერთ ყველაზე ეფექტურ 
მეთოდს რთული ფიზიკური და ტექნიკური სისტემების შესწავლაში. ხშირად 
კომპიუტერული მოდელები არიან უფრო ადვილად შესასწავლი, ისინი 
იძლევიან საშუალებას ისეთი გამოთვლითი ექსპერიმენტების ჩატარებისა, 
რომლის რეალური (ფიზიკური) ჩატარება  ან საერთოდ შეუძლებელია, ან 
შეიძლება მოგვცეს ძნელად გასათვლელი შედეგი. კომპიუტერული მოდელების 
ლოგიკურობა და ფორმალიზადობა საშუალებას იძლევა გამოვავლინოთ 
შესასწავლი ობიექტების თვისებების განმსაზღვრელი ძირითადი ფაქტორები, 
გამოვიკვლიოთ ფიზიკური სისტემის რეაქცია მისი პარამეტრების და საწყისი 
პირობების ცვლილებებზე.  
K კომპიუტერული მოდელირება   თხოულობს M აბსტრაგირებას 
მოვლენების კონკრეტული ბუნებისგან, პირველად ხარისხობრივი, და შემდეგ 
რიცხობრივი მოდელის აგებას. ამის შემდეგ ხდება კომპიუტერზე 
გამოთვლითი ექსპერიმენტების ჩატარების სერია, შედეგების ინტერპრეტაცია, 
მოდელირების შედეგების შედარება შესასწავლი ობიექტის რეალურ ქცევასთან, 
მოდელის შემდგომი დაზუსტება და ა.შ. 
კომპიუტერული მოდელირების ძირითადი ეტაპებს წარმოადგენენ:  
• ამოცანის დაყენება, 
• მოდელირების ობიექტის განსაზღვრა,  
• კონცეპტუალური მოდელის  დამუშავება 
• სისტემის ძირითადი ელემენტების  და ურთიერთქმედების 
ელემენტარული აქტების გამოვლენა 
• Fფორმალიზაცია, ანუ მათემატიკურ მოდელზე გადასვლა 
• ალგორითმის შექმნა და პროგრამის დაწერა 
• კომპიუტერული ექსპერიმენტების დაგეგმარება და ჩატარება 
• შედეგების ანალიზი და ინტერპრეტაცია 
Gარსებობს ანალიტიკური და იმიტაციური მოდელირება.Aანალიტიკურს 
უწოდებენ ისეთ მოდელირებას, სადაც რეალური ობიექტის მოდელი იყენებს 
ალგებრუულ, დიფერენციალურ და სხვა განტოლებებს, აგრეთვე 
ითვალისწინებს ზუსტი ამანახსნის უზრუნველმყოფელ ცალსახა გამოთვლით 
პროცედურის განხორციელებას.იმიტაციურ მოდელირებას უწოდებენ 
მათემატიკურ მოდელირებას, რომლებიც ახორციელებენ შესასწავლი სისტემის 
ფუნქციონირების ალგორითმს დიდი რაოდენობის ელემენტარული 
ოპერაციების თანმიმდევრობითი შესრულების  გზით.  
განსაკუთრებით ეფექტურია კომპიუტერული მოდელირება სხვადასხვა 
ბუნებრივი და ტექნიკური ობიექტების სივრცითი მოძრაობის კვლევისა და 
ოპტიმიზაციის ამოცანებში, როგორიცაა მფრინავი აპარატები, დამიზნების 
სისტემები, იერარქიულისი სიტემები. Aამ უკანასკნელში იგულისხმება 
სისტემები, რომლებშიც მოითხოვება ბმულობის უზრუნველყოფა (ან 
მდგომარეობის შესაბამისობა) ობიექტებს შორის, რომლებიც ორგანიზებულ 
არიან ხის ტიპის სტრუქტურაში. იერარქიული მოდელის ტიპიური მაგალითი 
შეიცავს ობიექტებს, რომლებიც ბოლოებით შეერთებული არიან რათა 
წარმოქმნან ბმული წრედები. 
ასეთი იერარქიები სასარგებლოა ცხოველებისა და ადამიანების 
მოდელირებისას, რადგანაც  შესაძლოა შესახსრები კიდურების მართვა 
სხეულის მოძრავნაწილებიანი ფიგურის მისაღებად. იერარქიული მოდელის 
სხვა გავრცელებული მაგალითია რობოტოტექნიკა[3]. 
კომპიუტერული მოდელირების მეთოდების გამოყენების მნიშვნელოვან 
სფეროს წარმოადგენს აგრეთვე კომპიუტერულ გრაფიკაში ობიექტების 
სივრცული მოძრაობის რეალიზაცია(ანიმაცია) და დაპროექტების 
ავტომატიზაციის სისტემები. აქ განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია საერთო 
ხარისხის უზრუნველყოფა. კომპიუტერული მოდელის სტრუქტურა 
ავტომატურად უზრუნველყოფს შესაქმნელი მოძრაობის გარკვეულ ხარისხის 
შეზღუდვებს. მოდელმა უნდა გაითვალისწინოს სხვადასხვა მოთხოვნები, 
რომლებიც წაეყენება  ობიექტების სივრცობრივი(სამგანზომილებიანი)  
მოძრაობის თავისებურებების ეკრანზე ადექვატურად ასახვას, როგორიცაა 
გეომეტრიული ობიექტების შედარებითი განლაგების უზრუნველყოფა, 
შეუღწევადობის შეზღუდვის უზრუნველყოფა, სიმძიმისა და სხვა ძალებზე 
რეაქციის გამოთვლა, ობიექტების შენახვის უზრუნველყოფა ან ქცევის წესების 
გათვალისწინება. ყველა ზემოდმოყვანილი სისტემები და ობიექტები ფლობენ 
თავისუფლების მრავალ ხარისხს, ხასიათდებიან ქცევის უკიდურესი 
სირთულით და არაერთმნიშვნელოვნების მაღალი ხარისხით, ფიზიკური 
კვლევების და ექსპერიმენტების ჩატარების სირთულით(ან შეუძლებლობით). 
ამიტომ, კომპიუტერული მოდელირების გამოყენება მსგავსი პროცესების  
ეფექტურად მართვისათვის გვესახება უკიდურესად სასურველად 
დააუცილებლადაც კი. 
ცხადია, რომ როგორც სივრცითი მოძრაობის პროცესების კომპიუტერული 
მოდელირების მეთოდებისათვის, ასევე მათი ფიზიკური რეალიზაციისთვის ( 
სივრცითი მექანიზამების და რობოტების-მანიპულატორების მართვის 
ამოცანებში) გამოიყენება ერთიანი მათემატიკური აპარატი. Qქვემოდ ჩვენ 
მოკლედ განვიხილავთ კინემატიკის და დინამიკის შესაბამისი ამოცანების 
ამოხსნის ძირითად მეთოდებს, რონლებიც გამოიყენებიან ნითითებული 
ობიექტების მართვის თანამედროვე თეორიაში[4-8]. 
განიხილება მანიპულატორის კინემატიკის ორი ძირითადი ამოცანა: 
1. კონკრეტული მანიპულატორისათვის მიერთებული 
კუთხეების განზოგადოებული კოორდინატების ცნობილი ვექტორის 
(q(t) (q(t), q(t),..qn(t))Tმიხედვითდა რგოლების(n-თავისუფლების 
ხარისხის რიცხვი) მოცემული გეომეტრიული პარამეტრებით 
განისაზღვროს მანიპულატორის დამჭერის(ეფექტორის) მდგომარეობა 
და ორიენტაცია კოორდინატთა აბსოლუტური სისტემის მიმართ. 
2. რგოლების ცნობილი გეომეტრიული პარამეტრებით 
მოიძებნოს მანიპულატორის მიერთებული ცვლადების ყველა 
შესაძლო ვექტორი, რომლებიც უზრუნველყოფენ დამჭერის 
მოცემულ მდგომარეობას და ორიენტაციას კოორდინატთა 
აბსოლუტური სისტემის მიმართ. 
ამ ამოცანათაგან პირველს უწოდებენ პირდაპირ ამოცანას და მეორეს – 
მანიპულატორის კინემატიკის შებრუნებულ ამოცანას. რადგან მანიპულატორის 
საკუთარ დამოუკიდებელ ცვლადებს წარმოადგენენ მიერთებული ცვლადები, 
ხოლო ამოცანა, როგორც წესი ფორმირდება ათვლის კოორდინატთა 
აბსოლუტურ სისტემაში, კინემატიკის შებრუნებულ ამოცანას უფრო ხშირად 
ვხვდებით, ვიდრე პირდაპირს.Oორივე ამოცანის ამოხსნისათვის გამოიყენება 
შემდეგი მატემატიკური ობიექტები და მეთოდები. 
 
1.2. შემობრუნების მატრიცები 
შემობრუნების მატრიცა განზომილებით 3X3 შეიძლება განისაზღვროს 
როგორც სამგანზომილებიანი მდგომარეობის ვექტორის გარდაქმნის მატრიცა 
ევკლიდეს სივრცეში, რომელსაც გადაჰყავს მისი კოორდინატები 
შეტრიალებული(ბმული) ათვლის სისტემიდან OUVW კოორდინატთა 
აბსოლუტურ სისტემაში OXYZ. ნახ.1 ნაჩვენებია კოორდინატთა ორი მარჯვენა 
სწორკუთხოვანი სისტემა: OXYZ კოორდინატთა სისტემა OX, OY, OZ  ღერძებით 
და OUVW  სისტემა ღერძებით OU, OV, OW. ამ სისტემების საწყისები 
ერთმანეთს ემთხვევა და მდებარეობს 0 წერტილში. OXYZ სისტემა 
ფიქსირებულია სამგანზომილებიან სივრცეში და მიღებულიაროგორც 
აბსოლუტური, ხოლო კოორდინატთა სისტემა OUVW ბრუნავს OXYZ  სისტემის 
მიმართ. ფიზიკურად OUVW  სისტემა შეიძლება განიხილებოდეს როგორც 
კოორდინატთა შებმული სისტემა. ეს ნიშნავს, რომ ის შესაბამისად ხისტად 
არის შეკავშირებული მყარ სხეულთან(მაგალითად, მფრინავ აპარატთან ან 
მანიპულატორის რგოლთან) და მოძრაობს მასთან ერთად. 
დავუშვათ  და  ერთეულოვანი ვექტორი მიმართულია 
შესაბამისად OXYZ და OUVW სისტემების ღერძების გასწვრივ. გარკვეულიP 
წერტილი სივრცეში შეიძლება დახასიათდეს შესაბამისად ნებისმიერი ამ 
მითითებული სისტემების კოორდინატებით. მსჯელობის გასამარტივებლად 
ვივარაუდოთ, რომ P წერტილი დაფიქსირებულია და უძრავია ათვლის OUVW 
სისტემაში, მაშინ OUVW და OXYZ სისტემებში წერტილს ექნება შესაბამისად 
კოორდინატები 
 და 
 
სადაც და  ახასიათებენ ერთი და იგივე P წერტილის 
მდგომარეობას ათვლის სხვადასხვა სისტემების მიმართ. ზედა ინდექსი T, 
დამატებული ვექტორის ან მატრიცის აღნიშვნაზე, ასახავს ტრანსპონირების 
ოპერაციას. 
 naxazi1.Aabsoluturi da dakavSirebulikoordinatTa sistema 
 amocana imaSi mdgomareobs, rom ganvsazRvroT ganzomilebiT 3x3 R 
matrica, romelic gardaqmnis koordinatebs   veqtoris koordinatebad 
OXYZ   sistemaSi mas Semdeg, rac sistema OUVW mobrundeba, e.i. 
                                                      =           R(1) 
SevniSnavT, rom P  fizikuri wertili brunavsOUVW koordinatTa 
sistemasTan erTad. 
 (2) 
sadac         da      warmoadgenen P veqtoris Semadgenlebs OU, 
OV da OW  RerZebs gaswvriv Sesabamisad, an Pveqtoris proeqcias am 
RerZebze.  
amgvarad, viyenebT ra skalaruli namravlis gansazRvrebas da (1) 
tolobas, vRebulobT 
 
 (3) 
 
 
an matricul formaSi 
 
 
                  (4)     
 
am gamosaxulebis gaTvaliswinebiT matrica RtolobaSi (1) iRebs 
saxes 
 
 
                                                          (5)          
 
 
analogiurad, koordinatebi       SeiZleba miviRoT 
koordinatebisgan: 
                                                           (6)      
 
 
                                                            (7) 
radgan skalaruli namravlis operacia komutatiuria, 
Sefardebebidan (6)-(8) gamomdinareobs 
                                                      (8)                                                 
                                                      (9) 
 
sadac I3-  erTeulovani matrica ganzomilebiT 3x3. (1) an (6) 
formulebiT gansazRvrul gardaqmnas ewodeba orTogonaluri 
gardaqmna, da radgan skalarul namravlSi Semavali yvela veqtori 
erTeulovania, masac uwodeben orTonormalur gardaqmnas. 
gansakuTrebul interess warmoadgens OUVW sistemebis brunvis 
matricebi OXYZ   sistemebis sam ZiriTad RerZTan mimarTebiT. Tu 
sivrceSi OUVW sistemis mdgomareoba icvleba am sistemis OX RerZis 
irgvliv a kuTxiT mobrunebis xarjze, maSin aTvlis sistemaSi OXYZ   
Seicvleba wertilis   (romelsac aqvs OUVW sistemaSi ucvleli  
koordinatebi           ) koordinatebi 
Sesabamis gardaqmnis matricas      iwodeba αkuTxiT OX RerZis 
irgvliv brunvis matricaT.zemoT miRebul Sedegebze dayrdnobiT 
matricisaTvis      gvaqvs: 
                                                        (10) 
Tanac ix=iy ,da                                 
 
                                                         (11) 
 
 
analogiurad, samganzomilebiani (ganzomilebiT 3x3) φ kuTxiT OY 
RerZis irgvliv da θ kuTxiT OZ RerZis irgvliv brunvis matricebs 
aqvT Sesabamisad Semdegi saxe nax.2. 
 
 
                                                         (12)        
                                                
Rx,α , Ry,φ, daRz  matricebs uwodeben elementaruli Semobrunebis 
matricebs. saboloo Semobrunebis nebismieri sxva matricebi SeiZleba 
miviRoT Tu gamoviyenebT elementaruli Semobrunebis matricebs. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
naxazi2. koordinatTa mbrunavi sistema 
 
1.2.1 nebismieri RerZis irgvliv Semobrunebis matrica 
rig SemTxvevebSi OUVW moZrav koordinatTa sistemas SeuZlia 
Seasrulos φkuTxiT bruni r nebismieri RerZis mimarT, romelic 
warmoadgens erTeulovani veqtori, rx, rydarzkomponentebiT, gamosuls 0 
sawyis koordinatidan.am brunis upiratesoba mdgomareobas imaSi, rom 
zogi kuTxuri moZraobisTvis brunvebis Tanmimdevroba OXYZ   an OUVW 
koordinatTa sistemebis ZiriTadi RerZebis mimarT SeiZleba Seicvalos 
r RerZis irgvliv OUVW sistemis erTi SemobrunebiT. rom miviRoT 
brunvis matrica     , SeiZleba jer vawarmooT rigi brunvebisa OXYZ    
sistemis RerZebis mimarT, raTa SevaTavsoT r RerZi OZ RerZTan. Semdeg 
movaxdinoT saWiro brunva r RerZis irgvlivφ kuTxiT da isev rigi 
brunvebi OXYZ   sistemis RerZebis mimarT, romlebiT abruneben OZ  
RerZs sawyis mdgomareobaSi.naxaz3-dan Cans, rom OZ da r RerZebis 
SeTavseba SeiZleba ganxorcieldes OX RerZze a kuTxiT Semobrunebis 
saSualebiT(r RerZi Sedegad aRmoCndeba  XZ sibrtyeze), Semdeg    
kuTxiT OY RerZis irgvliv(Sedegad OZ RerZi daemTxveva r RerZs).  φ 
kuTxiT OZ an r RerZis mimarT mobrunebis Semdeg CavataroT brunvebis 
zemodaRniSnuli mimdevroba, magram Sebrunebuli mimarTulebiT da 
amavdroulad SevcvaloT brunvis kuTxeTa niSnebi sawinaaRmdegod. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
naxazi3.nebismieri RerZis irgvliv brunva 
Semobrunebismarezulterebeli matrica udris: 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
nax. 3. advilad ganisazRvreba, rom  
 
 
 
 
am ori tolobis Seyvana wina gamosaxulebaSi iZleva   
 
 
 
sadac                              (13) 
sadac 
 
 
1.2.2. Semobrunebis matricebis warmodgena eileris kuTxeebis 
saSualebiT 
myari sxeulis brunvis matriculi aRwera amartivebs bevr 
operacias; magram, mxolod imisaTvis, rom mTlianad aRiweros myari 
sxeulis orientacia, aucilebelia gamoyenebul iqnas Semobrunebis 
matricis yvela cxra elementi. uSualod es elementebi ar qmnian 
ganzogadoebul koordinatTa mTeli sistemas, romelTa 
saSualebiTacSeiZleba aRiweros mbrunavi myari sxeulis orientacia 
koordinatTa absoluturi sistemis mimarT. ganzogadoebuli 
koordinatebis saxiT SeiZleba eileris kuTxeebis        da  a 
gamoyeneba. arsebobs eileris kuTxeebis mravali gansxvavebuli sistema 
dayvela isini aRweren myari sxeulis orientacias zogierT mocemul 
koordinatTa sistemis mimarT. sami yvelaze xSirad gamoyenebuli 
sistemebi eileris kuTxeebisa warmodgenilia cxrili1-Si: 
 
cxrili 1. Eileris kuTxeebis sami sistema 
eileris kuTxeebis ganxilul sistemaTagan pirveli Cveulebriv 
gamoiyeneba horoskopebis moZraobis aRsawerad da Seesameba 
Semobrunebis Semdeg mimdevrobas (nax. 4): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 2 3 
brunvebis 
Tanmimdevroba 
φ kuTxiT brunva  
OZ RerZis garSemo 
 
θ brunva  OU 
RerZis garSemo 
 
ψ brunva  OW 
RerZis garSemo 
φ kuTxiT brunva  
OZ RerZis garSemo 
 
θ brunva  OV 
RerZis garSemo 
 
ψ brunva  OW 
RerZis garSemo 
ψ brunva  OX 
RerZis garSemo 
 
θ brunva  OY 
RerZis garSemo 
φ kuTxiT brunva  
OZ RerZis 
garSemo 
  
Nnaxazi 4. Eეileris kuTxeebis pirveli sistema 
1. φ kuTxiT Semobruneba OZRerZis garSemo. 
2. θkuTxiT Semobruneba OU motrialebuli RerZis  
      garSemo(    ) 
3. Ddabolos, ψ kuTxiT Semobruneba OW(Rw,ψ)  motrialebuli 
RerZis irgvliv. 
Semobrunebis marezultirebel  matricas aqvs Semdegi saxe: 
 
 
 
 
 
                                                           (14) 
 
 
Rφ,θ,ψ matricis mier aRwerili Semobruneba SeiZleba aseve miRebul 
iqnas koordnatTa uZravi sistemis RerZTa irgvliv SemobrunebaTa 
Semdegi mimdevrobis SesrulebiT: jer φ kuTxiT OZ RerZis garSemo, 
SemdegθkuTxiT ОХ RerZis garSemo da bolos,φ kuTxiT OZ RerZis 
garSemo. naxaz5. gamosaxulia eileris kuTxeebis meore sistema, 
gansazRvruli SemobrunebaTa Semdegi mimdevrobiT: 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Nnaxazi 5.ეileris kuTxeebis pirveli sistema 
1. φ kuTxiT Semobruneba OZ(Rz,φ)RerZis irgvliv; 
2. θ kuTxiT Semobruneba OV(Rv,φ) motrialebuli RerZis  
irgvliv; 
3. bolos, φ kuTxiT Semobruneba OW(Rw,φ) motrialebuli 
RerZis irgvliv. 
Semobrunebis marezultirebel matricas aqvs Semdegi saxe: 
 
 
 
 
 
 
                                                             (15) 
 
Semobruneba, romelsac aRwers Rφ,θ,ψ matrica eileris kuTxeebis am 
sistemisaTvis, SeiZleba aseve miRebul iqnas koordinatTa uZravi 
sistemis RerZTa irgvliv  brunvaTa mimdevrobis Sesrulebis Sedegad: 
ψkuTxiT OZ RerZis irgvliv, Semdeg θ kuTxiT OY RerZis irgvliv da 
bolosφ kuTxiT OZ RerZis irgvliv. 
 
1.3. kinematikis Sebrunebuli amocana 
sivrciTi brunvebis marTvis amocanebis amoxsnis da formulirebis 
safuZvelia kinematikis Sebrunebuli amocana. Qqvemod ganxilulia 
mocemuli amocanis amoxsnis  arsebuli meTodebi. 
arsebobs kinematikis Sebrunebuli amocanis amoxsnis sxvadasxva 
meTodebi, romelTa ricxvs miekuTvneba Sebrunebuli gardaqmnis, 
xraxnuli algebris, dualuri matricebis, dualuri kvaternionebis, 
iteraciis da geometriuli midgomis, gagrZelebis meTodebi [10-15]. 
Ppaiperma[16] miiRo kinematikis Sebrunebuli amocanis amoxsna eqvsi 
Tavisuflebis xarisxis mqone nebismieri manipulatorisaTvis, romlis 
pirveli sami Sesaxsrebi brunviTi an pirdapir moZravia, xolo bolo 
samis RerZebi ikveTeba erT wertilSi. amoxsna miRebulia meoTxe 
xarisxis gantolebis formiT erT-erTi ucnobis mimarT da aSkara 
saxiT. polma dasxv.[9,17,19] manipulatorebis imave klasisaTvis, rogorc 
paiperis SemogvTavazes Sebrunebuli gardaqmnebis meTodiT sargebloba 
4X4 ganzomilebis erTgvarovani matricebis gamoyenebiT. am midgomis 
uaryofiTi mxarea is, rom ar aCvenebs rogor amovirCioT ramodenime 
arsebuli amosxnidan erTi, romelic Seesabameba manipulatoris 
mocemul konfiguracias. am sakiTxSi mkvlevari unda  daeyrdnos Tavis 
intuicias.uikerma da sxvebma[13], aseve milenkovicma da huangma 
SemogvTavazes umravlesi samrewvelo robotebis kinematikis 
Sebrunebuli amocanis amoxsnis iteratiuli procedura. aseTi midgoma 
moiTxovs did gamoTvliT xarjebs da Sedegebis krebadobis garantias 
ar iZleva, gansakuTrebiT gadagvarebuli SemTxvevisaTvis. garda amisa 
rogorc Sebrunebuli gardaqmnebis meTodi, iteraciis meTodic ar 
iZleva saSualebas manipulatoris mocemuli konfiguraciis Sesabamisi 
ramodenime arsebulidan erTaderTi amoxsnis amorCevisa. 
ganvixiloT erT-erTi yvelaze cnobili meTodi- Sebrunebuli 
gardaqmnis meTodi. 
 
1.3.1. Sebrunebuli gardaqmnis meTodi 
am ganakveTSi Sebrunebuli gardaqmnebis saerTo meTodi naCvenebia 
eileris koordinatebSi kinematikis Sebrunebuli amocanis amoxsnis 
magaliTze. amocana imaSi mdgomareobs, rom cnobilia ra Semobrunebis 
samganzomilebiani matrica da gaTvaliswinebulia toloba (14), 
romelic warmoadgens eileris kuTxeebis saSualebiT am matricis 
gamoxatulebas: 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
                                                            (16) 
 
ganisazRvros kuTxeebis Sesabamisi mniSvnelobebi. CaviwerT ra am 
matricul gantolebas calkeuli elementebis gantolebis  formiT, 
miviRebT: 
 
 (17) 
 (18) 
 (19) 
 (29) 
 (21) 
 (22) 
 (23) 
 (24) 
 (25) 
gantolebebis (25), (22) da (24)-dan vRebulobT, rom gantolebebis 
sistemas(17)-(25) amoxsnas aqvs Semdegi saxe: 
  (26) 
 (27) 
 
miRebuli moxsna aramyaria da cudaT aris uzrunvelyofili 
Semdegi mizezebiT: 
1. funqcia arcos mouxerxebelia imiT, rom misi mniSvnelobis 
gamoTvlis sizuste damokidebulia am mniSvnelobisagan 
2. wertilebSi, sadac sinθ Rebulobs nulTan axlo 
mniSvnelobebs, e.i. roca θ ≈0оan θ ≈180о, tolobebi (25) da (26) an ar 
arian gansazRvruli, an gvaZleven gamoTvlebis dabal sizustes.  
aqedan gamomdinare, saWiroa moiZebnos am amocanaSi eileris 
kuTxeebis gansazRvris ufro mdgradi saSualeba, aseve ufro myari 
Sebrunebuli triginometriuli funqcia am kuTxeebis gamosaTvlelad. 
θkuTxis gansazRvrisaTvis, romlis mniSvneloba Zevs 
−π≤θ ≤π  farglebSi,visargebloT arktangensis funqciiT  
ATAN2( y/ x), romelic iTvlis mniSvnelobas arctg(y/x), Sesabamis 
kvadratTan argumentis mikuTvnebis gaTvaliswinebiT. es funqcia 
gansazRvrulia Semdegnairad: 
                                    Tu x>0, y>0 
Tu x<0, y>0 
Tu x<0, y>0 
                                  Tu x>0, y<0         (28) 
matricis elementebi matriculi gantolebis (16) marcxena mxares 
mocemulia, xolo matricis elementebi am gantolebis marjvena mxares 
ucnobia da damokidebulia φ , θ , ψ–ze. erTi meTodiT 
gaTvaliswinebulia TanmimdevrobiT gavamravloT (16) gantolebis orive 
nawili Sebrunebuli gardaqmnis matricebze da am gziT miRebuli 
matriculi gantolebisagan ganvsazRvroT saZiebeli kuTxeebi. am 
gardaqmnebis arsi mdgomareobs imaSi, rom Cven jer gadagvaqvs ucnobi 
sidideebidan erT-erTi gantolebis marjvena mxridan marcxenaSi, 
vpoulobT mas, Semdeg gadagvaqvs marcxena mxares Semdegi ucnobi, 
vpoulobT da vimeorebT am proceduras manam, sanam ar movZebniT yvela 
ucnobs. 
Tumca Sebrunebuli gardaqmnebis meTodi iZleva amoxsnisadmi 
zogad midgomas, misgan ar gamomdinareobs rogor unda avirCioT 
ramodenime arsebuli gadawyvetidan erTi, romelic Seesabameba 
manipulatoris moTxovnil konfiguracias. manipulatoris mocemuli 
matriciT kinematikis Sebrunebuli amocanis amoxsnis mosaZebnad 
gamoiyeneba geometriuli midgoma, romelic iZleva manipulatoris 
konkretuli konfigurciisTvis erTaderTi amoxsnis amorCevis 
saSualebas. mocemuli xerxi, ganxiluli pumas tipis eqvs rgoliani 
manipulatoris magaliTze dawvrilebiTaa aRwerili[12]. 
amis garda [18]–Si SeTavazebulia kinematikis Sebrunebuli 
amocanis amoxsna imave manipulatorisTvis, miRebuli rodrigo-
hamiltonis dualur parametrebSi, swored bikvaternionuri matricebis 
saSualebiT. 
im SemTxvevaSi, Tu Sebrunebuli amocanis amoxsna analitikuri 
gamosaxulelebebiT SeuZlebelia, gamoiyeneba ricxviTi meTodebi [19-21]. 
amocaniszogadi dasma ricxviTi meTodebis gamoyenebis SemTxvevaSi, 
magaliTad samrgoliani manipulatorisaTvis sami mbrunavi wyviliT,  
formirdeba Semdegnairad. cnobilia damWeris mdgomareoba sivrceSi: 
sawyisi Pi,  namdvili Pr(gansazRvruli koreqtirebis i-uri bijiT) da 
saboloo(sasurveli) Pd, micemuli dekartis koordinatebiT. 
aucilebelia ganisazRvros ganzogadoebuli koordinatebis qi, ,  
 iseTi mniSvnelobebi, romlebic uzrunvelyofen efeqtoris 
centris mdgomareobis Pd wertilSi(sasurvel mdgomareoba). 
aseTi saxiT dasmuli amocana warmoadgens samcvladiani funqciis 
minimizaciis amocanas da miznobriv funqcias eqneba saxe: 
dr PPf −=)(θ  
sadac Pr,Pd –radius-veqtorebia efeqtoris centris namdvili sa 
sasurveli mdgomareobisa. 
mravalrgoliani manipulatoris SemTxvevaSi, roca Tavisuflebis 
xarisxTa ricxvi samze metia, aucilebelia vicodeT aseve sivrceSi 
manipulatoris orientacia. amgvarad, manipulatoris orientaciis 
gansasazRvravad, romlis Tavisuflebis xarisxTa ricxvi n<3, 
efeqtoris koordinatTa centris garda saWiroa vicodeT damatebiTi 
parametrebi, magaliTad, sabaziso koordinatTa sistema Oi–Si 
efeqtoris koordinatTa sistemis sawyisi mdgomareoba.Oi wertilis 
sasurveli mdgomareobas rogorc Oid, miviRebT gamosaxulebas 
miznobrivi funqciisaTvis, romelic iTvaliswinebs rogorc damWeris 
mdgomareobas, aseve manipulatoris orientacias: 
idirdr OOPPf −+−=)(θ                                                            (29) 
sadac Pr,Pd,Oir,Oid - radius-veqtorebia efeqtoris centris  
namdvili da sasurveli mdgomareobisa, efeqtoris koordinatTa 
sistemis sawyisis(anu Oi wertilis) namdvili da sasurveli 
mdgomareobebisa. 
amgvarad, aucilebelia f funqciis minimizireba mocemuli 
sizustiT da funqciis minimumis gansazRvra. 
miznobrivi funqcia (29) warmoadgens mravali cvladis asawrfiv 
funqcias, romelic Seicavs triginometriul damokidebulebebs, 
romlis gamoZaxilia - rTuli hiperzedapiri RrmulebiT, unagiris 
wertilebiT, TxrilebiT. aseTi zedapiri SeuZlebelia warmovadginoT 
geometriulad, amgvarad, sirTule warmoiSveba funqciis globaluri 
minimumis gansazRvrisas mraval lokalurs Soris. 
mTlianobaSi yvela praqtikulad gamoyenebuli meTodi warmoadgens 
lokaluri Ziebis meTodebs. globaluri minimumis Ziebis saimedo da 
erTdroulad ekonomiuri meTodebi amJamad ucnobia. 
ricxvuli meTodi saSualebas iZleva amoixsnas kinematikis Sebrunebuli 
amocana manipulatoris im konstruqciebisaTvis, romelTaTvisac zusti 
amoxsnis miReba analitikuri gamosaxulebiT ar aris SesaZlebeli an sakmaod 
garTulebulia. es aris ZiriTadi Rirseba ricxviTi meTodis gamoyenebisas 
dasmuli amocanis dros. garda amisa, Sebrunebuli amocanis amoxsnis 
ricxviTi meTodi saSualebas iZleva mivaRwioT amoxsnis moTxovnil sizustes. 
magram krebadobis dro ama Tu im meTodisa winaswar ucnobia da bevrad 
aris damokidebuli sawyis miaxloebaze. Sedegad, miznobrivi funqciis 
cvladTa raodenobis mimarT mgrZnobeloba hiperzedapiris gamo da 
aseve gansxvavebuli krebadobis siCqare da kargvebiZebnisas  
Txouloben mniSvnelovan gamoTvliT simZlavreebs, rac arTulebs maT 
gamoyenebas sinamdvileSi. 
Ddasasrulsaucilebelia ganvixiloT kinematikis Sebrunebuli amocanis 
yvelaze gavrcelebuli meTodi da masze dafuZvnebuli 
mravalrgoliani meqanizmebis da manipulaciuri robotebis muSa 
organoebis marTvis meTodi: egred wodebuli denavitis-
xartenbergiswarmodgena [9], romelic gamoiyenebs faqtorizacias (14). 
EerTgvarovan 4x4 matricebisTvis mocemuli warmodgena gamoiyureba 
Semdegnairad: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                     (30) 
 
 
1.4.robot-manipulatorebis moZraobis marTvis meTodebis mimoxilva 
1.4.1. optimaluri(programuli) marTvis Teoriis meTodebi 
 
rogorc aRiniSna kinematikis Sebrunebuli amocanis amoxsna 
warmoadgens sivrciTi brunvis marTvis meTodebis SemuSavebis 
safuZvels. amJamad arsebobs moZraobis marTvis meTodebis sakmarisi 
raodenoba. am TeoriaSi arsebiTi adgili uWiravT optimaluri marTvis 
problemebs. saerTod amocana SemdegSi mdgomareobs. ganixileba 
marTuli zemoqmedebis qveS myofi obieqti(meqanikuri sistema, 
eleqtruli wredi da a.S.) mocemulia sasurveli moZraobis elementebi, 
magaliTad obieqtis sawyisi da saboloo mdgomareoba. miTiTebilia 
moTxovnebi procesis xarisxisadmi, romelic Cveulebriv Seicavs 
minimumis an maqsimumis pirobebs, an SesaZloa sistemis muSaobis 
meCveneblis romelime minimaqsa an maqsimins. magaliTad, xSirad gxvdeba 
daxarjuli energies minimumis piroba. moiTxoveba moiZebnos kanoni, 
romelic gansazRvravs saWiro moZraobis ganxorcielebis Zalisxmevas. 
optimaluri marTvis Teoria aerTianebs gansxvavebuli amocanebis 
did raodenobas. misi Seswavla garTulebulia problemebis 
sayovelTaod aRiarebuli klasifikaciis ar arsebobiT, romelTa 
kvleviTac dakavebuli arian maTematikosebi da meqanikosebi, fizikosebi 
da inJinrebi, biologebi da sociologebi, romlebic isaxaven 
sxvadasxva mizans da gamoiyeneben gasnxvavebul meTodebs analogiuri 
amocanebis amoxsnisas. ukanasknel dros ganviTarebul marTvis Teoriis 
calkeul Stoebs aqvT farTo da CaxlarTuli bibliografia. es 
arTulebs Sedegebis mimoxilvas. 
ganixilebian mxolod iseTi sasurvel ganzomilebiani obieqtebi, 
romelTa mimdinare mdgomareoba da maTze marTviTi zemoqmedeba 
SeiZleba aRiweros sasurvelganzomilebiani veqtorebiT х=-- {х1,...,хп}, и= 
= {u1,...,u2},  Tanac moZraoba {xi (t)}ganisazRvreba Cveulebrivi 
diferencialuri gantolebebis sistemebiT 
(31) 
 
sadac  t–droa. 
ZiriTadi yuradReba eTmoba mocemul mdgomareobaSi obieqtis 
miyvanis amocanas, rac sakamod xSirad gxvdeba meqanikuri moZraobis 
marTvis problemebSi. 
cnobilia moZraobis marTvis problemebis amocanaTa ori ZiriTadi 
klasi. 
I.programuli marTvis amocana, sadac mocemulia amosavali 
informacia obieqtis sawyisi mdgomareobis(sawyisi momentisaTvis αtt = ) 
Sesaxeb da saWiroebs moiZebnos zemoqmedeba drois funqciisи= и(t) αtt ≥
( ) ( ).,...,1,,...,,,...,, 11 niuuxxtfx rnii ==
saxiT ise, rom procesis damTavrebis momentisaTvis βtt = sistema 
aRmoCndes mocemul mdgomareobaSi. amave dros, rogorc zemod iyo 
aRniSnuli, zogadad kidev saWiroa procesis sasurveli xarisxis 
uzrunveloyofam. 
aseTi amocanis magaliTia ukiduresi programuli swraf 
moqmedebis problema: mocemulia obieqtis sawyisi mdgomareoba αtt = ,
( ) αα xtx =  da miTiTebulia mdgomareoba ( ) ββ xtx = romelSic 
aucilebelia obieqtis gadayvana; saWiroa moiZebnos zemoqmedeba и= и0(t), 
romelic akmayofilebs pirobas ( ) µ≤tu 0  da gadahyavs obieqti 
( ) ββ xtx = mdgomareobaSi umcires SesaZlebel droSi αβ ttT −=  (simbolo 
||u|| aRniSnavs normas veqtorisa ( ) 2/1212 ... ruu ++ . 
mocemuli tipis amocanebisaTvis damaxasiaTebelia, rom damatebiTi 
informacia, romelic SesaZloa mogvewodeba procesis msvlelobisas 
ar gamoiyeneba moZraobis koreqciisaTvis Sedegis gaumjobesebis 
mizniT, e.i. moZraoba xorcieldeba xisti programiT и=и(t), romelic 
winaswar aris Sedgenili. es zRudavs  Sesamabisi Sedegebis rols da 
gvaiZulebs problema ganvixiloT Semdeg aspeqtSi. 
II. ukukavSiriani sistemis sinTezis amocana. 
aq marTvis saukeTeso kanoni iZebneba iseTi 
gantolebebissaxiT,romlebic akavSirebenи-szemoqmedebas zogierT 
sidideebTan {у1(t), . . ., ут (t)}, daromlebic, Tavis mxriv, gvawvdian 
informacias х(t)obieqtis mimdinare mdgomareobebze. kerZo SemTxvevaSi, 
roca SesaZlebelia swrafi da sakmaod zusti gazomva veqtori х(t)-is 
yvela koordinatisa xi(t), marTviTi zemoqmedeba  ganisazRvreba 
Cveulebriv ( ) ( )[ ].,....,, 1 txtxtuu njj = funqciis saxiT. yvelaze sruli 
gamokvlevebi da saboloo Sedegebi miekuTvneba optimalurobis 
aucilebel niSnebs programuli marTvis amocanisTvisintegralis 
minimumis pirobebiT:
 
 
                                                                                                  (32)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
 
aseTi aucilebeli pirobebis Teoria eyrdnoba variaciuli 
aRricxvis[22-27] klasikur ideebs da maT ganviTarebas axal meTodebSi, 
SemuSavebuls ukanasknel aTwleulebSi. SinaarsiT farTo, mkacrad 
dasabuTebuli da gamoyenebisaTvis moxerxebuli formiT 
optimalurobis kriteriums warmoadgens maqsimumis principi[28], 
romelic Seesabameba veierStrasis klasikur variaciul princips da 
hamiltonis kanonikur gantolebebis meTods [29]. 
sxva midgoma marTvis problemisadmi, romelic pasuxobs 
ukukavSiriani optimaluri sistemebis sinTezis amocanebs, viTardeba 
gziT, romelsac ewoda dinamiuri programirebis meTodi[30]. es meTodi 
Seesabameba variaciul aRricxvaSicnobili msjelobebs aRznebis 
gavrcelebis Sesaxeb da movyavarT hamilton-iakobis tipis 
gantolebebamde kerZo warmoebulebSi [30,31]. 
erT-erT rTuli da naklebganviTarebul problemad rCeba 
sasazRvro amocana,romelic dakavSirebulia aucileblobasTan 
miiyvanos marTuli obieqti mocemul saboloo mdgomareobamde. amJamad, 
es sasazRvroamocanawarmoadgens winaaRmdegobas mmarTveli 
Zalisxmevebis konkretuli gamoTvlebis gzaze. 
 
1.4.2. terminaluri marTvis amocanebi 
ukanasknel 10-15 wlis ganmavlobaSi gamoCndnen axali obieqtebi da 
warmoiSvnen axali amocanebi, romlebic winapirobad iqcnen avtomaturi 
marTvis Teoriis ganviTarebisa. aRvniSnoT, rom msgavsi problemebis 
umravlesoba Seesabameba wina nawilSi moxseniebul meore klasis 
amocanebs. kosmosuri teqnika magaliTad moiTxovs sawvavis minimalur 
danaxarjs an minimalur gaxurebasorbitidan Camosvlis an 
atmosferoSi SeWrisas; aqedanaa marTvis optimizaciis sxvadasxva 
meTodebis swrafi ganviTareba. iseTi amocanebi, rogoricaa msxvili 
aeroportebis raionebSi sahaero moZraobis marTva, Tanamgzavrebis, 
( ) ( )[ ]∫=
β
α
ω
t
t
dttutxtI ,,
vertikaluri afrenis TviTmfrinavebis da vertmfrenebis rbilad dasma, 
kosmosuri obieqtebis da TviTmfrinavebis Sepiripireba sawvavis 
Sevsebis dros. moZravi obieqtebis wyebis marTvam gvaiZula yuradRebiT 
Segvexeda obieqtebis saboloo marTvis sferosaTvis, radganac es 
meTodebi saSualebas iZlevian vuzrunvelyoT mocemuli drois 
momentSi obieqtis mocemuli saboloo fazuri mdgomareoba. sxvagvarad, 
SeiZleba magaliTad saWiro drois ganmavlobaSi gadaviyvanoT obieqti 
sivrcis SerCeul wertilSi siCqaris mocemuli veqtoriT. 
CamoTvlili amocanebi imdenad mniSvnelovania, rom maT didi 
yuradReba eTmoba. ase magaliTad 1968 wlis 30 seqtember-5 oqtombers q. 
TbilisSi Catarda IV sakavSiro Sekreba moZravi obieqtebis marTvis 
Taobaze, 1974 wlis 26-31 agvistos caxkaZorSi Sedga ИФАК –is VI 
simpoziumi, romelic eZRvneboda sivrceSi obieqtebis marTvas. 
garda amisa, ukanasknel wlebSi gamoqveynebulia mTeli rigi 
fundamentaluri naSromebisa optimaluri saboloo marTvis sferoSi, 
romlebic anviTareben zogadTeoriul sakiTxebs [32-36] magram 
miRebuli Sedegebis didi umravlesoba miekuTvneba marTvis programul 
saSualebas, romelic gamoiTvleba u=u(t)saxiT. praqtika ki moiTxovs 
avtomaturi marTvis sistemebis agebas (ams), romlebic gamoiyeneben 
Semobrunebuli kavSiris princips, e.i. marTvebis sinTezs, romlebic 
warmoadgenen obieqtis mimdinare fazuri mdgomareobis funqciebs. 
saboloo marTvebis sinTezisa da teqnikuri realizaciis 
problemebis gadasawyvetad aucilebelia rigi sirTuleebis gadalaxva, 
romlebsac aRniSnaven moxsenebuli Sromebis avtorebi. 
“erT-erT rTul da naklebad damuSavebul problemad rCeba, 
romelic dakavSirebulia marTuli obieqtebis mocemul saboloo 
mdgomareobamde moyvanis aucileblobaze. amJamad, es xSirad 
warmoadgens Seferxebis mmarTveli Zalisxmevebis konkretuli 
gamoTvlis  gzaze”(n.n.krasovski)[34]. 
“marTvis Teoriis gafurCqvna, momzadebuli misi ganviTArebis 
mTeli wina istoriiT, mWidroT aris dakavSirebuli, eleqtronul-
gamoTvliTi teqnikis gamoCenasTan, romlis damsaxurebiTac azri mieca 
marTvis rTuli algoriTmebis Seqmnas”.(n.n.moiseevi) [35] 
a.m. letovi TavSi “terminaluri marTva” [36] aseve aRniSnavs, rom 
amJamad ar arsebobs sakmarisad martivi meTodebi saboloo marTvis 
amocanebis gadasaWrelad. 
rogorc vxedavT, avtorebi xazs usvamen, rom optimaluri marTvis 
gaangariSebis algoriTmebi rTulia da amitom moiTxoven gamoTvliTi 
teqnikis gamoyenebas[29,31-33]. 
zemoaRniSnuli ori forumis literaturuli analizs da masalebs 
mivyavarT Semdeg daskvnamde: marTlac, aqamde ar arsebobs martivi 
saSualebebi saboloo marTvisa Sebrunebuli kavSiriT. simartiveSi aq 
igulisxmeba mmarTveli funqciis gamoangariSebis ubraloeba da misi 
teqnikuri realizaciis simartive(ams)-Si 
miuxedavad naSromTa didi raodenobisa saboloo mdgomareobis 
marTvis TeoriaSi da am Teoriis mniSvnelovani gamoyenebis farTo 
sferosi es ukanaskneli imyofeba inJineruli praqtikis 
moTxovnilebebisagan sakmaod Sors. Tumca optimizaciis 
zogadTeoriuli sakiTxebidan gadavidnen marTvis konkretuli 
amocanebis dasmasa da gadawyvetaze, am problemis mravali mxare 
arasakmarisadaa damuSavebuli. 
 
1.5. დასკვნა და კვლევის მიზნები 
1.5.1 daskvnebi 
zemodganxiluli masalidan gamomdinareobs, rom obieqtebis sivrculi 
moZraobis marTvisa da modelirebis meTodebi mniSvnelovnad moqmedebs 
Tanamedrove teqnikuri sistemebis(mfrinavi aparatebi, damiznebis sistemebi, 
robototeqnika, kompiuteruli grafika da animacia, proeqtirebis avtomaturi 
sistemebi (CAD) da a.S.) agebis efeqturobaze da funqcionirebaze. 
analitikuri gadawyvetis naklovanebas miekuTvneba aSkara saxiT 
ganzogadoebuli koordinatebis miRebis sirTule da gaurkvevloba, 
dakavSirebuli kinematikur araerTmniSvnelobasTan da gamoyenebul 
trigonometriul funqciebTan. magram, ZiriTad naklovanebad mainc iTvleba 
manipulatorebis nebismieri sivrciTi konstruqciebisTvis amoxsnis miRebis 
SeuZlebloba. ufro swored, manipulatorebi ukve proeqtirdeba imis 
gaTvaliswinebiT, rom kinematikis aRwera SesaZlebeli iqneba analitikuri 
gamosaxulebis daxmarebiT. 
aseTi  obieqtebis moZraobebis kinematikuri da dinamikuri amocanebis 
gamoTvlis farTo kopmleqsSi umniSvnelovanes adgils ikavebs kinematikis 
Sebrunebuli amocana. misi amoxsnisas ZiriTad sirTules warmoadgens 
samganzomilebian brunvebTan dakavSirebuli problema. unda aRiniSnos, rom 
es sirTuleebi damaxasiaTebelia denevit-xartenbergis meTodisaTvis. 
mocemuli  amocana mraval SemTxvevaSi midis mniSvnelovan gamoTvliT 
sirTuleebamde rac, saboloo jamSi, amcirebs am kuTxeebis Sefasebis 
sizustes, auaresebs marTvisp rocesis xarisxs. saqmeTa aseTi viTarebis 
mizezi aris samganzomilebiani brunvebis warmodgenis meTodi orTogonaluri, 
namdvili, mesame rigis matricebis saSualebiT (e.w. samganzomilebiani 
brunvebis jgufis ZiriTadi warmodgena), romlebis elementebi eileris 
kuTxeebis trigonometriuli funqciebia. mocemuli meTodi, erTis mxriv, 
gankuTvnilia calkeuli, nulovani centris mqone (koordinatTa saTaveSi 
ganlagebuli) konkretuli brunvebis aRsawerad da, meoresmxriv, ar iZleva 
saSualebas eileris kuTxeebi gamoisaxos mocemuli brunvis ganmsazRvreli 
sami wertilis: centris, sawyisis da saboloos, koordinatTa funqciebis 
saxiT. amave dros obieqtis samganzomilebiani sivrcis erTi wertilidan 
meoreSi gadayvanis(brunvis) amocana Zalian gavrcelebulia da misi 
gadawyvetis axali meTodebis SemuSaveba mniSvnelovnad Seuwyobs xels 
zemoaRniSnuli sistemebis efeqturi funqcionirebis amaRlebas. imis gamo, 
rom garTulebulia pirdapiri fizikuri eqsperimentireba msgavs sistemebTan, 
aucilebelia winaswari kompiuteruli modelireba am sistemebis SemuSavebis 
dros. aRnisnuli amocanebis amoxsnis axali meTodebis danergva 
kompiuteruli modelirebis dros saSualebas iZleva Semcirdes aucilebeli 
gamoTvlebis moculoba da amiT moxdes  procesis xarisxis 
amaRleba.zemoTqmulidan gamomdinare, warmodgenili samuSaos mizani 
mdgomareobსsivrciTi meqanizmebisTvis kinematikis Sebrunebuli amocanis 
amoxsnis axali, samganzomilebiani brunvebis jgufis spinorul warmodgenaze 
dafuZnebuli meTodis damuSavebaSi. Ggarda amisa, sivrciTi moZraobebis 
marTvis amocanebi aris erT-erTi yvelaze aqtualuri mimarTuleba maRali 
mecnieruli teqnologiebis kompleqsSi. mocemuli amocanebis gadawyvetisas 
gamoyenebuli meTodebis umravlesoba warmoadgens programuli marTvis 
optimalur meTodebs (ganrTuli meTodebi uku kavSiris gareSe). aseTebs 
ganekuTvneba maqsimumis principi, dinamikuri programirebis meTodi, 
momentebis meTodi da sxva. rogorc aRiniSna, yvela CamoTvlili meTodi 
programulia, anu iTxovs marTvis kanonis u(t)winaswar gamoTvlas da ar 
iZleva moZraobis procesSi misi koreqtirebis saSualebas. amvdroulad 
praqtika iTxovs avtomaturi regulirebis sistemebis (ars) agebas, romlebic 
uku kavSiris princips iyenebs, rac moZraobis procesSi moZraobis traeqto-
riis koreqtirebis saSualebas iZleva. garda amisa, radgan umetes SemTxvevaSi 
sivrciTi moZraobebis marTvis amocanebis warmatebiT gadawyvetisTvis 
saWiroa moZraobis saboloo stadiaze zusti pozicionirebis uzrunvelyofa, 
amitom gansakuTrebul aqtualobas iZens swored maTi saboloo 
mdgomareobebis (terminaluri mdgomareobebis) marTva. naTqvamidan 
gamomdinareobs, rom martivi adaptiuri moZravi obieqtebis saboloo mdgoma-
reobebis avtomaturi regulirebis sistemebis damuSavebasTan dakavSirebuli 
amocanebi aqtualuria da pasuxobs mecnieruli teqnologiebis ganviTarebis 
Tanamedrove moTxovnebs.  
 
K1.5.2 kvlevis miznebi. 
rogorc zemod iyo naCvenebi, ganxiluli amocanebis amoxsna 
dakavSirebulia sakmaod garTulebuli koordinatTa sistemebis SemoRebasTan, 
sivrculi gardaqmnebis  asaxvisTvis saWiro didmoculobiani mravaletapian 
gamoTvlebTan, romlebic moiTxoven matricebis mravaljerad 
gamravravlebebs. amave dros, aucilebeli parametrebis da pirobebebis 
interpretacia xSirad garTulebulia maTi araerTgvarovnebis gamo.  
amrigad, Cven ganvsazRvreT mocemuli kvlevis Semdegi amocanebi: 
• tradiciulis meTodebis nacvlad SemuSavdes axali meTodi 
dafuZnebuli inovaciur maTematikur meTodze, romelic saSualebas 
mogvcems miviRoT eileris kuTxeebi, rogorc sawyisi da soboloo 
wertilebis koordinatebis funqciebi.  
• dasamuSavebelma meTodma saSualeba unda  mogvces gamovTvaloT  
eileris kuTxeebi im SemTxvevaSic ki, Tu  mocemulia  mxolod 
zogadi  brunvis  kuTxe sawyisi  veqtoris saboloo veqtorSi  
gadasayvanad. 
• damuSavdes sivrciTi brunvebis saboloo (terminaluri) mdgomareobebis 
marTvis martivi adaptiuri algoriTmebi 
TiToeuli am problemis gadaWra moiTxovs specialur meTodebsa da 
midgomebs. es meTodebia brunvaTa jgufebis spinoruli warmodgenebis da 
kompleqsuri sivrceebis unitaruli gardasaxvebis   Teoriis Sedegebi. 
Mmomdevno Tavebi eTmoba aRniSnuli sakiTxebis ganxilvasa da miRebuli 
Sedegebis Sefasebas 
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    Pqvemod moyvanil nawilSi warmodgenilia SemdgomSi aucilebeli 
mokle cnobebi sivrcul brunvaTa warmodgenis Teoriidan 
orTogonaluri operatorebis daxmarebiT namdvil sivrceebSi [37]. 
    brunvebi warmoadgenen namdvili sivrcis iseT gardaqmnas, romelic ar 
cvlis brunvad veqtorTa sigrZeebs, amitom aseTi gardaqmnebis operatorebis 
rolSi bunebrivia gamoviyenoT orTogonaluri operatorebi. maTi 
maxasieTebel mravalwevrTa fesvebs Soris yovelTvis arseboben kompleqsuri 
wevrebi, amitom orTogonaluri operatorebi ar eqvemdebareba 
diagonalizacias namdvil ricxvTa velze [37]. 
    imisaTvis, rom ganvsazRvroT maTi matricebis umartivesi forma, saWiro 
xdeba gamoviyenoT maTi kompleqsifikacia – unitaruli operatorebi. 
    davuSvaT Vr aris namdvili wrfivi sivrce, Vc ki – misi kompleqsifikacia, 
ese igi wrfivi sivrce, romelic Sedgeba z=x+iy saxis veqtorebisagan, sadac 
x,y∈Vr. wrfivi operator А: Vr → Vr – saTvis bunebrivad ganisazRvreba 
kompleqsuri operatori Ас: Vс → Vс, moqmedi Semdegi formulis mixedviT: 
 
Ac(x+iy)=Ax+iAy.  (33) 
    advilad Sesamowmebelia, rom amgvarad gansazRvruli operatori Ас 
namdvilad aris wrfivi kompleqsur sivrceSi Vс. mas uwodeben А operatoris 
kompleqsifikacias. vinaidan Vr sivrcis namdvili bazisi warmoadgens 
imavdroulad baziss Vс sivrceSi, cxadia, rom am bazisSi Ас operatoris 
matrica emTxveva А operatoris matricas. es niSnavs, rom А da Ас operatorebs 
aqvT erTi da igive maxasiaTebeli mravalwevrebi, amasTan, maTi namdvili 
fesvebi warmoadgenen orive operatoris sakuTar mniSvnelobebs, im dros, 
roca kompleqsuri fesvebi arian aseTebi mxolod operatori Ас-sTvis. aqedan 
gamomdinareobs, rom Tu operatori Ас diagonalizirebadia kompleqsur 
ricxvTa velSi, maSin arsebobs iseTi namdvili bazisi, romelSic misi 
matrica diagonaluria da mis diagonalze ganlagebuli arian sakuTari 
mniSvnelobebi, romlebic am SemTxvevaSi emTxvevian maxasiaTebeli 
mravalwevris fesvebs: nawili maTgani namdvilia, nawili ki – kompleqsuri da 
kompleqsurad SeuRlebulebi (erTnic da meorenic amoikrifebian maTi 
jeradobis gaTvaliswinebiT). ibadeba kiTxva: rogor unda gamoiyurebodes 
operator А-s matrica, Tu misi kompleqsifikacia Ас  diagonalizirebadi 
operatoria. masze pasuxs gvaZlevs cnobili Teorema, romelic mogvyavs 
daumtkiceblad. 
 
Teorema1 [6]. davuSvaT, rom rλλλ ,...,, 21  – arian namdvilebi, xolo 
sssrrr ii βαλβαλ +=+= +++ ,...,111  – operator А-s wyvilebad araSeuRlebuli 
kompleqsuri fesvebi maTi jeradobis gaTvaliswinebiT, amasTan n=r+2s, maSin Vr 
sivrceSi arsebobs bazisi, romelSic operator А-s aqvs Semdegi saxe 
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   Tu operatori Ас unitarulia, maSin, imis gaTvaliswinebiT, rom am 
SemTxvevaSi maxasieTebeli mniSvnelobebi moduliT udrian erTs, SeiZleba 
davuSvaT λi=1 (i=1,2,…,r), αi=sinϕi ; β=cosϕi (i=1,…,s)  da maSin matrica (34) iRebs Semdeg 
saxes 
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   (35)–dan gamomdinareobs, rom operatori А aris orTogonaluri da 
misi kompleqsifikacia aris unitaruli operatori. 
    Tu ϕi =0 an ϕi =1, maSin organzomilian qvematricebs 
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, Sesabamisad, rac gvaZlevs dadebiTi da uaryofiTi 
erTeulebis damatebiT wvlils. cxadia, rom, Tu uaryofiTi erTeulebis 
ricxvi aris wyvili, maSin orTogonaluri operator А-s determinanti 
dadebiTia, winaaRmdeg SemTxvevaSi – uaryofiTia. ukanasknel SemTxvevaSi saqme 
gvaqvs wrfiuli sivrcis arasakuTar orTogonalur gardaqmnebTan: isini 
asaxaven sivrcis orientacias, rasac Seesabameba simetriis asaxva zogierTi 
qvesivrcis mimarT. orTogonaluri gardaqmnebi dadebiTi determinantiT 
asruleben brunvebs da maT ewodebaT sakuTari. yoveli aseTi gardaqmna 
Seucvlelad tovebs garkveul brunvebis qvesivrces, romelsac brunvis RerZi 
ewodeba.Mmisi orTogonaluri damateba aris qvesivrce, romlis veqtorebic 
ganicdian mocemul gardaqmnas – brunvas. cxadia, rom ori arasakuTari 
gardaqmnis kompozicia gvaZlevs sakuTars (ori iseTi operatoris namravls, 
romelTa determinantebi udrian -1-s aqvs 1-s toli determinanti), ese igi ori 
anareklis kompozicia brunvis eqvivalenturia. Cven ar CavuRrmavdebiT 
mravalganzomilebian sivrceTa orTogonaluri gardaqmnebis detalebs1
                                                          
1 aq adgili aqvs rig movlenebs, romlebic ar arian damaxasiaTebeli 
samganzomilebiani sivrcis orTogonaluri gardaqmnebisatvis: magaliTad, brunvis 
RerZis ZiriTadi sivrcis wyvili ganzomilebis SemTxvevaSi da sxva. 
 da 
ganvixilavT samganzomilebiani sivrcis orTogonalur gardaqmnaTa CvenTvis 
saintereso SemTxvevas. 
samganzomilebian SemTxvevaSi orTogonaluri operatoris matricas 
eqneba Semdegi saxe [38,39]  
ϕϕ
ϕϕ
cossin0
sincos0
001
−=A . (36) 
mas aqvs martivi geometriuli azri. davuSvaT, rom gvaqvs x, y da z 
koordinatTa orTonormirebuli sistema, maSin cxadia, rom matrica (36) 
aRwers brunvas ϕ kuTxiT RerZi x-s mimarT da oyz sibrtyeSi. amasTan 
orTogonaluri operatori А-s maxasiaTebel mravalwevrs aqvs sami 
maxasiaTebeli fesvi: 1, sinϕ+icosϕ и sinϕ-icosϕ. maTi modulebi tolia erTis. 
pirveli fesvi, romelic tolia erTis, amavdroulad aris operator А-s 
sakuTari mniSvneloba, amitom mas Seesabameba sakuTari veqtori, romelic 
gansazRvravs erTganzomilebian invariantul qvesivrces – brunvis RerZs (am 
SemTxvevaSi is emTxveva x RerZs). kompleqsuri fesvebi ar SeiZleba iyon 
sakuTari mniSvnelobebi namdvil ricxvTa velze, amitom ar SeiZleba 
vilaparakoT Sesabamis sakuTar veqtorebze. magram matrica (36)-s formidan 
cxadia, rom brunva warmoebs brunvis RerZis perpendikular qvesivrceSi, ese 
igi – oyz sibrtyeSi. 
orTogonaluri operatori (36)-s kompleqsifikacia aris 
diagonilizirebadi unitaruli operatori kompleqsur ricxvTa velze, 
vinaidan samive maxasiaTebeli fesvebi warmoadgenen sakuTar mniSvnelobebs: 
e
e
e
i
i
i
A
ϕ
ϕ
ψ
−
=
00
00
00
,  
sadac ψ=02
orTogonaluri operatori А-s matricis Cawera (36) saxiT varaudobs, rom 
arCeulia garkveuli orTonormirebuli bazisi: veqtor е1-s mimarTruleba 
Tanxvedrilia brunvis mimarTulebasTan, veqtorebi е2 da е3 ki Seadgenen 
. 
                                                          
2 aq: ϕϕϕψ sincos;1 iee ii +==  
brunvis organzomilebiani sivrcis (sibrtyis) baziss. Tu bazisis arCeva 
nebismieria, matrica А-s, cxadia, aqvs sxva saxe. brunvis orTogonaluri 
operatorebis matricaTa warmodgenis erTerTi xerxia e.w. eileris kuTxeTa 
gamoyeneba, romlebic naCvenebia fig.1.1-ze. brunva Ω-s gadahyavs bazisur 
veqtorTa Oijk sistema Oi′j′k′ sistemaSi. davuSvaT, rom 0≤θ≤π aris kuTxe k da k′ 
Soris. Tu veqtorebi araparalelurebi arian, maSin sibrtyeebi Oij da Oi′j′ 
gadaikveTebian d wrfeze. davuSvaT e erTeuli veqtoria, mimarTuli ise, rom, 
Tu uyurebT misi bolodan, maSin k veqtoris iseTi Semobruneba, romelic mas 
amTxvevs k′ veqtorTan, iwarmoebs saaTis isris sawinaaRmdego mimarTulebiT. 
davuSvaT π<ϕ≤π aris kuTxe veqtor I-sa da veqtor e-s Soris, ese igi 
warmoadgens Semobrunebis kuTxes Φ  ok RerZis irgvliv, romelsac gadahyavs i, 
j, k            e, e1,k-Si. cxadia, rom i, j, k bazisSi orTogonalur operator Φ-s aqvs 
brunvis matrica 
 
Nnaxazi 6 [38, 40]. ϕ, θ, ψ –eileris kuTxeebi.  i, j, k – sabaziso veqtorebis 
sawyisi sistema; i′, j′, k′ – axali sistema Semobrunebis Semdeg; (-π<ϕ≤π; 0≤θ≤π; -
π<ψ≤π) 
 
ψ 
ϕ 
θ 
d 
j′ 
k′ 
i′ 
k 
j i 
100
0cossin
0sincos
ϕϕ
ϕϕ −
=Φ   
 
da veqtori e ganisazRvreba e1=Φj tolobidan. 
Semdegi brunva Θ sruldeba d RerZis irgvliv da gadahyavs bazisi e, e1, k 
axal e, e2, k′ bazisSi , amasTan e2=Θe1. am Semobrunebis matricas e, e1, k bazisSi 
aqvs Semdegi saxe 
 
θθ
θθ
cossin0
sincos0
001
−=Θ   
 
mesame brunva Ψ asrulebs Semobrunebas Ok′ RerZis irgvliv da gadahyavs 
veqtorebi e, e2, k′    i′, e3, k′,  veqtorebSi, ese igi brunva sruldeba Ok′ RerZis 
irgvliv, amasTan veqtori e gadadis veqtor i′–Si, xolo  veqtori e2 veqtor 
e3–Si: e3=Ψe2. gardaqmnis matricas e, e2, k′ bazisSi aqvs Semdegi saxe: 
100
0cossin
0sincos
ψψ
ψψ −
=Ψ .  
bazisi i′, e3, k′  orTonormirebulia da erTnairad orientirebulia bazis i′, 
j′, k –Tan, amitom e3= j′. aqedan gamomdinareobs, rom orTogonaluri operatori 
Ω=Ψ ΘΦ,   
romelic warmoadgens Ψ ΘΦ Tanmimdevrul brunvaTa Sedegs, da axdens 
bazis i, j, k –s gardaqmnas i′, j′, k′ bazisad, ese igi asrulebs samganzomilebiani 
sivrcis dasaxul Ω brunvas. orTogonaluri operatori Ω-s matrica toli 
iqneba sami zemoTmoyvanili matricis namravlsa, romelic sruldeba uku 
TanmimdevrobiT 
A= 
100
0cossin
0sincos
ϕϕ
ϕϕ −
*
θθ
θθ
cossin0
sincos0
001
− *
100
0cossin
0sincos
ψψ
ψψ −
=  
=
θθψθψ
θϕψϕθψϕψϕθψϕ
θϕψϕθψϕψϕθψϕ
cossincossinsin
sincoscoscoscossinsinsincoscoscossin
sinsinsinsincossincossinsincoscoscos
−+−+
−−−
 
(37) 
  
amaSi mdgomareobs eileris Teorema, romelic amtkicebs, rom nebismieri 
sakuTari orTogonaluri matrica А∈SO(3) uSvebs (37) saxis daSlas, romlis 
ZiriTadi parametrebis rolSi gamodian eileris kuTxeebi [38, 39]. 
samganzomilebiani sivrcis orTogonalur gardaqmnaTa eileriseuli 
warmodgenebma ipoves farTo gamoyeneba amocanebSi, romlebic dakavSirebuli 
arian rogorc robot-manipulatorebis, aseve nebismieri sivrculi 
meqanizmebis kinematikasTan [41÷47]. 
 
 
2.2. ოთხგანზომილებიან ფსევდოევკლიდური სივრცის სპინორული მოდელი. 
spinoruli geometriis meTodebi gamoiyenebian ZiriTadad kvantur 
meqanikaSi [48÷50], da praqtikulad ver ipoves ramdenadme seriozuli 
gamoyeneba rTuli meqanikuri sistemebis analizisa da gaangariSebis 
amocanebSi. rogorc Cans, es dakavSirebulia am meTodis friad rTuli 
maTematikur mxaresTan. 
davuSvaT L1,3 aris signatura (35)-s fsevdoevkliduri sivrce. am sivrcis 
yovel veqtors, romelic Cveulebrivad warmodgenilia saxiT 
i
iexx = , (i=0,1,2,3) 
sadac ei  – L1,3 sivrcis fsevdoorTonormirebuli bazisia, SeiZleba 
SevupirispiroT ermitis martica [37] 
 
3021
2130
xxixx
ixxxx
X
−+
−+
= . (38)  
 
am matricis elementebs 
3000 xxx += ; 2101 ixxx −= ; 2110 ixxx += ; 3011 xxx −=   
ewodebaT veqtir x-s spinoruli komponentebi. defisi meore indeqsze 
gviCvenebs, rom ermitis funqcionali (38) naxevrad wrfivia meore argumentis 
mixedviT, ese igi adgili aqvs wrfivobas kompleqsurad SeuRlebuli sivrcis 
mimarT. 
es ki niSnavs, rom Cven vaigivebT fsevdoevkliduri sivrce L1,3-s veqtorebs 
ermitis funqcionalebTan, romlebic moqmedeben organzomilebian kompleqsur 
sivrceSi C2, romlis veqtorebsac ewodeba spinorebi, xolo poli- da 
wiladobrivad wrfivi formebis tenzorebs masze – spintenzorebi, da TviT 
sivrces – spinorTa sivrce [37,39]. amgvarad, L1,3 sivrcis tenzori xi (veqtori) 
gaigivebulia spintenzorTan βαx  (ermitis funqcionalTan) C2 sivrceze, 
romelic mocemulia am sivrcis romelime e0, e1 bazisze. meore mxriv, advilad 
Cans, rom ermitis funqcionalis (38) matrica SeiZleba iyos warmodgenili 
paulis matricebis wrfiuli kombinaciis saxiT 
3
3
2
2
1
1
0
0 σσσσ xxxxX +++= , (39) 
sadac 
10
01
0 =σ ; 01
10
1 =σ ; 0
0
2 i
i−
=σ ;  
10
01
3 −
=σ  – paulis matricebia, 
romlebic SeiZleba ganvixiloT rogorc 
2
1
 wonis brunvis jgufis 
warmodgenis elementebi. aqve aRvniSnavT, rom paulis matricebi arian 
erTdroulad ermitulic da unitarulic, rac SeiZleba uSualod Semowmdes. 
momavlisTvis Cven dagvWirdeba maTi gamravlebis tabulac. 
 σ1 σ2 σ3 
σ1 σ0 iσ3 -iσ2 
σ2 -iσ3 σ0 iσ1 
σ3 iσ2 -iσ1 σ0 
             cxrili 2. paulis matricebis gamravlebis tabula 
(39) daSlidan gamomdinareobs, rom ermitis yvela funqcionalTa 
simravle warmoadgens oTxganzomilebian wrfiv sivrces М1,3(C2)  namdvil 
ricxvTa velze.Aam sivrcis baziss warmoadgenen ermitis funqcionalebi iσ
3
.;
;;
1100310012
011011100
eeeeeieeie
eeeeeeeeo
⊗−⊗=⊗−⊗=
⊗+⊗=⊗+⊗=
σσ
σσ
 
(i=0,1,2,3), romelTac asociirebul matricaTa rolSi aqvT paulis matricebi. 
es funqcionalebi, romlebic imavdroulad arian spintenzorebi, SeiZleba 
iyon warmosaxuli rogorc tenzoruli namravlebi С2 spinorTa sivrcis e0, e1 
bazisuri veqtorebisa [39] 
  
 
magaliTad, SevamowmoT mesame toloba 
0
0
00
10
01
00
1
0
)01(
0
1
)10(10012 i
i
iiiieieeie
−
=−=





⊗−





⊗=⊗−⊗=σ .  
(38) matricis determinanti gansazRvravs ermituli funqional µ–s 
normas. 
                                                          
3 imisaTvis, rom gavarCioT ermitis funqcionalebi maTi matricebisagan, vsargeblobT 
qveda xazgasmiT.    
2
3
2
2
2
1
2
03031
2130
2
µµµµ
µµµµ
µµµµ
µ −−−=
−+
−+
=
i
i
.  
skalaruli namravli М1,3(C2) sivrceSi mocemulia Semdegi gamosaxulebis 
saxiT  
)(
2
1),( ΜΝ−ΝΜ= TrTrTrηµ ,  
sadac M da N – µ da η funqcionalebis ermituli matricebia. 
cxadia, rom amgvarad gansazRvruli gamravleba aris biwrfivic da 
simetriulic. pirveli gamomdinareobs iqidan, rom kvalis aRebis operacia 
aris wrfivi, meore ki – iqedan, rom TrMN=TrNM. davuSvaT, rom ermitis 
funqcionalebi µ da η moicemian М1,3(C2) sivrcis e0, e1 bazisSi matricebiT 
3021
2130
µµµµ
µµµµ
−+
−+
=
i
i
M  и 3021
2130
ηηηη
ηηηη
−+
−+
=
i
i
N . maSin advili gamosaTvlelia, 
rom 004 ηµ=ΝΜTrTr . gamovTvaloT М matricis pirveli striqonis namravli N 
matricis pirvel svetze:  2222211133033000 ηµηµηµηµηµηµηµηµ +−+++++ ii  
da М matricis meore striqonis namravli N matricis meore svetze: 
3303300022122111 ηµηµηµηµηµηµηµηµ +−++++− ii . maTi jami iqneba 
)(2 33221100 ηµηµηµηµ +++=ΜΝTr , saidanac sabolood gvaqvs 
33221100)(
2
1),( ηµηµηµηµηµ −−−=ΜΝ−ΝΜ= TrTrTr , (40)  
ese igi (40) namdvilad gansazRvravs fsevdoevklidur namravls 
minkovskis sivrceSi [39]. exla gvrCeba SevamowmoT toloba 
MTrMTrM det2)( 22 =− ,  
ese igi unda SevamowmoT, gvaZlevs Tu ara (40) veqtoris fsevdoevklidur 
normas, roca µ=η. Tu 21λ  da 
2
2λ  iqnebian M
2 matricis sakuTari veqtorebi da 
maSasadame 22
2
1
2 λλ +=TrM , amitom (imis gaTvaliswinebiT, rom 212det2 λλ=M ) 
gvaqvs 
MTrMTrM det22)()( 21
2
2
2
1
2
21
22 ==−−+=− λλλλλλ .  
mniSvnelovania aRvniSnoT, rom skalaruli namravli gardaqmnis paulis 
matricebs fsevdoorTonormirebul sistemad, rac gamomdinareobs iqedan, rom 
20 =σTr , 0=iTrσ (i=1,2,3) da cxrili 2-dan. magaliTad, 
1)0(
2
1),( 022 −=−= σσσ Tr ; 0)0(2
1),( 321 =−= σσσ Tri   
am msjelobaTa Sedegad Cven gveZleva saSualeba gavaigiveoT М1,3(C2) 
sivrce, ese igi yvela ermituli funqcionalebis (orvalentian 
spintenzorebis) sivrce, romlis fsevdoevkliduri bazisi Sedgeba paulis 
matricebisagan, xolo fsevdoevkliduri metrika mogvecema (40) formiT, 
nebismier fsevdoevklidur М1,3 sivrcesTan. SemdgomSi Cven gamoviyenebT М1,3(C2) 
da М1,3 aRvniSnebs rogorc tolfasovnebs. 
rogorc ukve viciT, С2 sivrcis bazisi e0, e1 gansazRvravs М
1,3(C2) sivrcis 
baziss iσ  (i=0,1,2,3), amitom bunebrivad Cndeba SemdgomisTvis mniSvnelovani 
kiTxva imis Sesaxeb, Tu rogor unda moxdes mocemuli kompleqsuri С 
matricis mixedviT4
paulis matricebi warmoadgenen meore rigis kontravariantuli 
spintenzorebis matricebs С2 sivrceSi, da maSasadame, Tu С aris С2 sivrcis 
bazisuri veqtorebis gardaqmnis matrica, maSin spintenzorebis komponentebi 
gardaiqmnebian 
, romelic gardaqmnis bazisebs С2 –Si, im Sesabamisi 
bazisebis gardaqmnis matricas gansazRvra, romelic gardaqmnis bazisebs М1,3–
Si. 
j
j
i
i
ji
k CC
′′σ   kanonis mixedviT, an matricul formaSi CC i
Tσ . 
winadadeba 1. [39]. davuSvaT, rom С aris meore rigis unitaruli matrica, 
maSin matricebi CC i
Tσ  (i=0,1,2,3):  
1. arian unitaruli da ermituli; 
2. Seadgenen fsevdoorTonormirebul baziss skalaruli namravlis 
mniSvnelobiT (40). 
                                                          
4 meore rigis kompleqsuri matricebi warmoqmnian jgufs, romelic aRiniSneba  SL(2;C)-
iT. 
damtkiceba. 
1. ECCCCCCCCCCCC Tii
T
i
T
i
TT
i
T
i
T ==== σσσσσσ ))(())(( ; cxadia, rom aseve 
ECCCC i
TT
i
T =)()( σσ . gavixsenoT, rom 1.1 tabulis mixedviT, Eii == 0σσσ
(i=0,1,2,3); 
2. imisaTvis, rom damtkicdes punqti 2, saWiroa CC i
Tσ matricebis da maTi 
sxvadasxva namravlebis kvalTa gamoTvla. 
2)()( 0 === TrECCTrCCTr
TTσ 5
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saidanac gamomdinareobs, rom 0)( 1 =CCTr
Tσ .  
( ) ( )( )
( )( ) ( )βααββα
βααββα
αβ
βα
αβ
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σ
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=
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ii
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i
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22
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,   
rac isev gvaZlevs 0)( 2 =CCTr
Tσ , da bolos 
22
22
3
2
2
10
01
αββα
βαβα
αβ
βα
αβ
βα
σ
−
−
=
−
∗
−
∗
−
=CC T ,  
rac gvaZlevs analogiur Sedegs 0)( 3 =CCTr
Tσ . 
    vinaidan namravlebi ECCCC i
T
i
T =))(( σσ (i=0, 1, 2, 3), maTi kvali udris 2. 
namravlebis ))(( CCCC j
T
i
T σσ (i≠j; i,j=1, 2, 3) kvali udris nols, rac 
gamomdinareobs 2 cxrilidan.Dda bolos, ))(( 1 CCCC j
TT σσ (j=1, 2, 3)  namravlTa 
kvali aseve, cxadia, udris nols. 
                                                          
5 E- erTeuli matrica 
    Tu am Sedegebs CavsmamT skalarul namravlSi (1.8), advilad 
davrwmundebiT mocemuli namravlis punqti 2-is samarTlianobaSi. winadadeba 
damtkicebulia. 
    winadadeba 1-dan gamomdinareobs, rom С2 spinorebis sivrce aris 
unitaruli, radganac fsevdoorTonormirebuli bazisebis klasis arseboba 
kompleqsur sivrceSi, romlebic dakavSirebuli arian gadasvlaTa unitarul 
matricebTan, SesaZlebelia mxolod ermituli metrikis arsebobisas, romlis 
mimarTac bazisTa mocemuli klasi SesaZlebelia ganvixiloT rogorc 
fsevdoorTonormirebuli. 
    winadadeba 1 faqtiurad niSnavs, rom matricebi CC i
Tσ Seadgenen 
paulis axal fsevdoorTonormirebul baziss iσ ′ . sxva sityvebiT, gadasvlas 
axal bazisSi С2 sivrceSi (С unitaruli matricis daxmarebiT) xels uwyobs 
gadasvla axal fsevdooTonormirebul М1,3(C2)  -Si 
CC i
T
i σσ =′ . (41)  
    roca viciT matrica С, SeiZleba ganisazRvros fsevdoorTonormaluri 
matrica А, romelic uzrunvelyofs igive fsevdoorTonormaluri bazisebis 
gardaqmnas М1,3(C2)-Si. 
    rogorc ukve aRniSnuli iyo, paulis matricebi warmoadgenen 
ermitul matricebs, amitom М1,3-Si arsebobs paulis bazisi i′σ , romelSic 
adgili aqvs daSlas axali bazisis matricebisaTvis. 
 i
i
ii
T
i aCC ′
′==′ σσσ  (i=0, 1, 2, 3).  (42)  
    oTxi daSla (42) gvaZlevs meoTxe rigis namdvil 
fsevdoorTogonalur А matricas, romelic anxorcielebs bazisebis 
gardaqmnas М1,3(C2) –Si 
  i
i
ii a ′
′=′ σσ . (43)  
    tolobebi (43) gvaZleven 16 gantolebas matrica А-s elementebis 
gansazRvrisaTvis. А-sTan transponirebuli АT matrica SeiZleba gamoyenebuli 
iqnas veqtorTa koordinatebis gardaqmnisaTvis bazisebis gardaqmnis dros.  
ii
i
i xax ′′ = . 
 
2.3. samganzomilebiani evkliduri sivrcis spinoruli modeli. 
    Cveni saboloo mizani, romelic ukavSirdeba brunvebs samganzomilebian 
sivrceSi, aris spinoruli modelis aRwera samganzomilebian evklidur 
sivrceSi.  
    ganvixiloT bazisuri σ0 veqtoris orTogonaluri damateba ⊥σ0. cnobilia, 
rom es damateba aris antievkliduri, ese igi, skalaruli namravlebis 
niSnebis Secvlis Semdeg xdeba evkliduri, orTonormirebuli bazisiT σ1, σ2, 
σ3. aRvniSnoT es sivrce L3(C2)-iT. orTogonalur damatebisken gadasvla 
niSnavs, rom saqme gveqneba samganzomilebian veqtorebTan x(x1, x2, x3)∈⊥σ0, 
romelTaTvis x0=0. samganzomilebiani veqtorebis spinoruli matrica amitom 
iRebs Semdeg saxes:  
321
213
xixx
ixxx
X
−+
−
= , (44)  
    romlidanac Cans, rom is aris ukvalo (TrX=0). 
amrigad, samganzomilebiani evkliduri sivrcis spinorul modelad Cven 
vTvliT organzomilebiani unitaruli kompleqsuri С2 sivrcis yvela ukvalo 
ermituli funqcionalis sivrces. 
    skalaruli namravli L3(C2) sivrceSi gamovsaxoT 
)(
2
1),( ΜΝ= Trηµ , (45)  
    formulis saxiT, sadac M da N isev arian ermituli funqcionalebis µ da 
η matricebi (L3(C2) sivrcis veqtorebi). 
    cxadia, rom veqtoris sigrZe tolia 232221 )()()(),( µµµµµ ++= . vinaidan 
TrAB=TrBA, (45) simetriulia. dagvrCa vaCvenoT, rom namravli (45) aris 
dadebiTad gansazRvruli funqcionali. matrica М meore rigisaa, amitom mas 
aqvs ori fesvi, ukvaloba ki niSnavs, rom maTi jami nulis tolia, ese igi 
fesvebi udrian ±λ, λ≠0. kvali М2 toli iqneba 2λ2, es ki niSnavs, rom (µ,µ) 
SeiZleba udrides nols mxolod im SemTxvevaSi, Tu µ – nulovani veqtoria. 
aRvniSnoT, rom М matricis determinanti udris λ2 (udris λ (-λ) fesvebis 
namravls), magram meore mxriv, is tolia veqtoris sugrZis kvadratis 
2322212 )()()( µµµµ ++= , amitom М matricis dadebiTi sakuTari mniSvneloba 
tolia µ veqtoris sigrZis.  
 
2.4. განზოგადებული ბრუნვების თეორია და ეილერის კუთხეების გამოთვლა. 
    kinematikis Seqceuli amocanis gadawyvetis axali meTodi, romelic 
aRwerilia qvemod, efuZneba samganzomilebiani sivrcis ganzogadebul 
brunvebis mcnebas maT spinorul warmodgenaSi da aseve eileris kuTxeTa 
gamoTvlis axal meTods, razedac saubari gveqneba mocemul nawilSi. 
    davuSvaT, mocemulia samganzomilebiani evkliduri sivrcis L3-is ori 
nebismieri wertili x(x1,x2,x3) da y(y1,y2,y3). ganvixiloT aseve sibrtye Ξ, romelic 
perpendikularulia im wrfis monakveTisa, romelic aerTebs x da y wertilebs 
da gadis 
2
)( iii
c
yxz += wertilze, romelic ganlagebulia monakveTis centrze. 
imis gaTvaliswinebiT, rom Ξ sibrtyis normalis veqtoris koordinatebi 
tolia Ai=y
i-xi, normalis gantoleba Caiwereba Semdegi saxiT 
  0)( =− ic
i
i zzA   
    an ararTuli gardaqmnebis Semdeg, aseTi saxiT 
0=+ DzA ii ,  (46) 
    sadac  
2
22 xy
D
−
= ; 
    
2x da 2y  x-s da y-s veqtorebis normebis kvadratebia.  
    vaCvenoT, rom zyzx −=− , sadac z aris nebismieri veqtori, romelic 
akmayofilebs (46)-s.  
    marTlac, (46)-an advilad viRebT 
∑ ∑
= =
=
−+−+−
=
+−
−−
3
1
3
1
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iii
zzyyzzxxxyxyzxy
 
∑
=
−−−
=
3
1
22
2
)()(
i
iiii zyzx
 
    amgvarad, wertilTa wyvili x(x1,x2,x3) da y(y1,y2,y3) warmoqmnian Ξxy sibrtyes, 
romlis yoveli wertili warmoadgens x wertilis brunvis centrs y 
wertilSi.  
roca brunvis centrad avirCevT erT-erT z wertils, ganlagebuls Ξxy 
sibrtyeSi, translaciis gardaqmnis daxmarebiT SeiZleba z wertili SeTavsdes 
koordinatTa saTavesTan  
iii zxx −=′′ ,                                                                                                   (47)   
    am SemTxvevaSi koordinatTa saTave iqneba brunvis centri. 
    gansazRvreba 1. vuwodoT ganzogadebuli brunva simravles L3  sivrcis iseT 
sakuTar orTogonalur gardaqmnebs, romlebsac gadahyavT x(x1,x2,x3) wertili 
y(y1,y2,y3) wertilSi Ξxy sibrtyeSi mdebare erTi-erTi z wertilis mimarT [39]. 
    SemdgomSi igulisxmeba, rom (47) gardaqmnis meSveobiT wertili z, romlis 
mimarTac ganixileba mocemuli brunva, gadatanilia koordinatTa saTaveSi. 
vuwodoT wertils x(x1,x2,x3)-s brunvis sawyisi wertili da wertil y(y1,y2,y3) –s 
ki – saboloo wertili. naTqvamidan bunebrivad Cndeba ganzogadebuli 
brunvis gansazRvris amocana mocemuli sawyisi da bolo wertilebisTvis,Eese 
igi L3sivrcis sakuTar orTogonalur gardaqmnaTa Sesabamisi simravlis 
gansazRvris amocana. 
    punqt (2.2)-is gaTvaliswinebiT, mocemuli amocana SeiZleba iyos 
gadaformulirebuli spinorebis Teoriis terminebSi: 
    mocemulia ermituli funqcionalebis ori ukvalo matrica 
321
213
xixx
ixxx
X
−+
−
=
 
da 
321
213
yiyy
iyyy
Y
−+
−
= , romlebic mocemuli arian С2 
spinorebis sivrceSi.D am
 
matricebs ukavSirdebian Sesabamisad ukvalo 
ermituli funqcionalebis L3(C2) evkliduri sivrcis veqtorebi x(x1,x2,x3) da 
y(y1,y2,y3); saWiroa ganvsazRvroT С2 spinorTa sivrcis bazisebis gardaqmnis 
unitarul matricaTa 
αβ
βα −
=C
 
simravle, romlebic akmayofileben tolobas  
XCCY T= , (48)  
    sadac 21 ααα i+=  da 21 βββ i+= . 
     
2.5. eileris kuTxeebis gamosaxveli gamosaxulebis miReba 
am nawilSi gaTvaliswinebulia ganzogadoebuli brunvebis eileris 
kuTxeebis, rogorc brunvis sawyisi, saboloo da centris koordinatebis 
funqciebis, sainJinro gamosaxulebebis miReba.Qqvemod moyvanilia am amocanis 
gadawyvetis Sedegebi da Sesabamisi Teoria. 
 
2.5.1.  unitaruli da orTogonaluri matricebis damakavSirebeli 
gantolebebi. 
    SemdgomSi igulisxmeba, rom (47) gardaqmnis meSveobiT wertili z, romlis 
mimarTac ganixileba mocemuli brunva, gadatanilia koordinatTa saTaveSi. 
vuwodoT x(x1,x2,x3)-s wertils brunvis sawyisi wertili da wertil y(y1,y2,y3) –s 
ki – saboloo wertili. naTqvamidan bunebrivad Cndeba ganzogadebuli 
brunvis gansazRvris amocana mocemuli sawyisi da bolo wertilebisTvis,Eese 
igi L3sivrcis sakuTar orTogonalur gardaqmnaTa Sesabamisi simravlis 
gansazRvris amocana. 
    punqt (2.2)-is gaTvaliswinebiT, mocemuli amocana SeiZleba iyos 
gadaformulirebuli spinorebis Teoriis terminebSi: 
    mocemulia ermituli funqcionalebis ori ukvalo matrica 
321
213
xixx
ixxx
X
−+
−
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da 
321
213
yiyy
iyyy
Y
−+
−
= , romlebic mocemuli arian С2 
spinorebis sivrceSi.D am
 
matricebs ukavSirdebian Sesabamisad ukvalo 
ermituli funqcionalebis L3(C2) evkliduri sivrcis veqtorebi x(x1,x2,x3) da 
y(y1,y2,y3); saWiroa ganvsazRvroT С2 spinorTa sivrcis bazisebis gardaqmnis 
unitarul matricaTa 
αβ
βα −
=C  simravle, romlebic akmayofileben tolobas  
XCCY T= ,                                                                                                            (49) 
sadac 21 ααα i+=  da 21 βββ i+= . 
SevniSnoT, rom C gardaqmnis unitarulobis Sedegad veqtoris normebi, 
romlebic ganisazRvrebian X da Y ermituli funqcionalebis matricebis 
determinantebiT, erTmaneTis toli arian, amitom (48) namdvilad gansazRvravs 
brunvas. 
cxadia, rom mocemuli amocana advilad vrceldeba im SemTxvevazec, 
roca ori sasrulo wertilis nacvlad ganixileba simravle xi ),,( 321 iii xxx  da yi
),,( 321 iii yyy  i=1,2,…,m wertilebisa, rac Seesabameba myari sxeulis brunvebs. 
(49) matriculi tolobidan, masSi matrica C-s da X da Y ermituli 
funqcionalebis matricebis CasmiT, SeiZleba miRebul iqnas wrfivi 
erTgvarovani gantolebebis Semdegi sistema α da β ucnobTa mimarT. 
,
,
33
33
αδββαγ
βδαγβα
+=−
−=+
yx
yx
 (50) 
sadac 21 ixx +=γ  da 21 iyy +=δ .   
(50) aris meore xarisxis wrfivi erTgvarovani gantolebebis sistema, 
romlis amoxsnas erTerTi ucnobis, magaliTad, α-s, nebismieri mniSvnelobisas 
warmoadgens 
33 yx +
−
=
αδαγβ                                                    (51)  
rigi martivi gardaqmnebebiT vRebulobT: 
33
22
2
11
1
1
)()(Re
yx
yxyx
+
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==
αα
ββ  da 
33
22
1
11
2
2
)()(Im
yx
yxyx
+
−−+
==
αα
ββ                                 (52)  
С ( 122
2
1
2
2
2
1 =+++ ββαα ) matricis unitarulobis pirobidan SeiZleba 
ganisazRvros an αα Re1 =  an .Im2 αα =  oTxi parametridan rCeba erTi 
nebismieri, vTqvaT 1α , amitom gantolebebi (50), normirebis pirobasTan erTad 
gansazRvraven 
1α
C  operatorebis unitaruli matricebis erTparametrul 
ojaxs, romlebic axdenen ganzogadoebuli brunvis realizacias da gadahyavT 
(x1, x2, x3)  matrica (y1, y2, y3) matricaSi (romelic gadanacvlebulia veqtor z–iT, 
romelic akmayofilebs (46) sibrtyis gantolebas). 
brunvis RerZi ξ(ξ1, ξ2, ξ3) invariantulia C gardaqmnis mimarT, rac 
Caiwereba Semdegi pirobis saxiT: 
Ξ=ΞCC T , 
sadac 31
213
ξξξ
ξξξ
−+
−
=Ξ ii
i
, 
saidanac viRebT sistemas 
,
,
33
33
αµβξβξαµ
βµαξµβαξ
+=−
−=+
 
sadac 21 ξξµ i+= ,  
romelsac mivyavarT erTgavarovan sistemasTan ξ1, ξ2, ξ3 ucnobTa mimarT: 
.0
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;0
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advilad Cans, rom am sistemis rangi udris ors, amitom yovelTvis 
arseboben aratrivialuri, nulisgan gansxvavebuli amoxsnebi ( 02 ≠α  da 
033 ≠+ yx ), romlebic Caiwerebian Semdegi saxiT: 
3
2
21 ξ
α
β
ξ = ; 3
2
12 ξ
α
β
ξ = ; ξ3– nebismieria, 
da romlebic gansazRvraven erTganzomilebian sivrces – brunvis RerZs 
ξ(ξ1, ξ2, ξ3). 
am paragrafs vasrulebT winadadebiT, romelic exeba brunvis RerZs. 
L3-Si moqmedi orTogonaluri operatori A-s kompleqsifikacia AC 
eqvemdebareba diagonalizacias, amasTan operator A-s ori sakuTari 
mniSvneloba arias kompleqsurad SeuRlebulebi, erTi maT Soris – udris 
erTs da misi Sesabamisi sakuTari veqtori gansazRvravs brunvis RerZs [39]. 
aqedan gamomdinareobs 
winadadeba 1 [52,53]. veqtori ξ, romelic akmayofilebs Ξ=ΞCC T  tolobas, 
warmoadgens A gardaqmnis sakuTar veqtors (es gardaqmna ganisazRvreba 
Semdegi tolobiT )3,2,1,( =′= ′
′ iiaCC i
i
ii
T σσ ), romelic Seesabameba sakuTar 
mniSvnelobas 1-s. 
    radgan CCCCCC i
Ti
i
iTT σξσξ ==Ξ  da CCCCCC i
Ti
i
iTT σξσξ ==Ξ , amitom 
i
ii
ii
i
i
iT aaCC ′
′
′
′ ==Ξ σξσξ . Ξ=ΞCC T  pirobidan gamomdinareobs, rom 
iii
ii
ia σξσξ =′
′ . Zvel da axal bazisebSi koordinatTa tolobis safuZvelze 
sabolood gvaqvs i
ii
ia ξξ =
′ . winadadeba damtkicebulia. 
    winadadeba 2 gvaZlevs saSualebas ganvsazRvroT brunvis sibrtye, rogorc 
organzomilebiani qvesivrce, romelic orTogonaluria ξ veqtoris mimarT, 
romelic amavdroulad aris A matricis sakuTari veqtori, romelic 
Seesabameba sakuTar mniSvneloba 1-s. 
 
  
2.5.2.  sakuTari orTogonaluri matricis gansazRvra. 
    SesaZlebelia davadginoT Sesabamisoba erTi mxriv C2-Si 
αβ
βα −
=C  moqmed 
gardaqmnis matricis elementebsa da, meore mxriv, sakuTari orTogonaluri 
namdvili matricis A (L3(C2)-Si) elementebs Soris. 
 adre iyo miRebuli Tanafardoba (41), romelic adgens kavSirs C2-Si 
moqmed 
αβ
βα −
=C  gardaqmnis matricis elementebsa da, meore mxriv, 
fsevdoorTogonaluri namdvil A matricis (М1,3(C2)-Si) elementebs Soris. L3(C2) 
sivrcis SemTxvevaSi, romelic warmoadgens М1,3(C2) qvesivrces, analogiur 
Tanafardobas or orTonormirebul bazisebs Soris gardaqmnis A 
matricisaTvis eqneba Semdegi saxe [38, 39].  
 
)3,2,1,( =′= ′
′ iiaCC i
i
ii
T σσ ,                                                                  (53)  
    sadac iσ  – paulis matricebia, romlebic Seesabamebian Zvel baziss, i′σ  – 
paulis matricebi, romlebic Seesabamebian axal baziss, ii
′α  ki – A-1 matricis 
elementebi. 
    gaSlili saxiT (53) SeiZleba warmovadginoT sami matriculi tolobis 
saxiT 
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    gardavqmnaT am tolobaTa marcxena da marjvena mxareebi. 
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    am tolobaTa wevrobrivad gaTanabrebiT, vRebulobT gamosaxulebebs 
A matricis elementebis gamosaTvlelad С matricis elementebis mixedviT: 
 
)()( 22
2
1
2
2
2
1
1
1 ββαα −−−=a ;  )(2 2121
1
2 ββαα +=a ; )(2 1122
1
3 βαβα −=a ; 
)(2 2121
2
1 ααββ −=a ;  )()(
2
2
2
1
2
2
2
1
2
2 ββαα −+−=a ; )(2 1221
2
3 βαβα +=a ; 
)(2 2211
3
1 βαβα +=a ;  )(2 2112
3
2 βαβα −=a ; )()(
2
2
2
1
2
2
2
1
3
3 ββαα +−+=a .   (54)  
 
2.6. eileris kuTxeebis gansazRvra 
    (2.7) gamosaxulebeba saSualebas gvaZlevs sami wertilis mocemuli 
koordinatebis meSveobiT gamovTvaloT A-1 sakuTari orTogonaluri 
matricebis elementebi A-1=AT orTogonalurobis gamo. 
    imis gaTvaliswinebiT, rom meore mxriv matrica A SeiZleba 
warmovadginoT Semdegi saxiT 
 
θθψθψ
θϕψϕθψϕψϕθψϕ
θϕψϕθψϕψϕθψϕ
cossincossinsin
sincoscoscoscossinsinsincoscoscossin
sinsinsinsincossincossinsincoscoscos
−+−+
−−−
=A  (55) 
 
    sadac -π<ϕ≤π, 0≤θ≤ π и -π<ψ≤π -  eileris kuTxeebia, 
    advilad Cans, rom (54) gamosaxulebebis da (55) matricis Sesabamisi 
elementebis gamoyenebiT, SeiZleba SevadginoT sami gantoleba eileris 
kuTxeebis gansazRvrisaTvis (amasTan unda gaviTvsaliswinoT, rom 
gamosaxulebebi (54) gvaZleven matricas, transponirebuls A-s mimarT) 
33cos a=θ ; 31sinsin a=θϕ  и 13sinsin a=θψ .                                                  (56)  
    amrigad, samganzomilebiani sivrcis brunvis spinoruli modeli 
saSualebas gvaZlevs: 
1. aRvweroT sawyisi da bolo wertilebiT mocemul brunvaTa 
erTobrivoba maTTvis dasaSveb centrTa simravlis mimarT, rasac adre 
vuwodeT ganzogadoebuli brunvebi; 
2. ganvixiloT namdvil orTogonalur gardaqmnaTa matricebi L3-Si, 
rogorc kerZo SemTxvevebi unitaruli gardaqmnebisa C2-Si, ramac 
saSualeba mogvca gamogveyvana gamoTvlis martivi formulebi namdvil 
orTogonalur matricaTa elementebisaTvis da moZraobis marTvis 
iseTi mniSvnelovani teqnikuri parametrebisaTvis, rogorc eileris 
kuTxeebia. 
 
2.6.1. ricxobrivi magaliTi 
    zemoT moyvanili dasknebis ilustraciisaTvis ganvixiloT konkretuli 
ricxobrivi magaliTi. masSi gamoyenebuli yvela sidide sruliad nebismieria, 
rac xazs usvams damusavebuli meTodis maRal zogadobas. 
    vTqvaT mocemulia Tanabari sigrZis ori nebismieri veqtori x(100; -30; 10) 
da y(-12; 2; 104,73) brunvis nulovani centriT. nebismierad aRebuli α=-5+8i 
dros, (51)-s gamovTvliT β=6,867+4,765i mixedviT. aqedan normirebis Semdeg 
viRebT gardaqmnis matricas 
ii
ii
C
635,0397,0378,0545,0
378,0545,0635,0397,0
−−+
+−+−
=
,
 
    Tu gamovsaxavT x da y veqtorebs spinoruli matricebiT 
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da 
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    vamowmebT normebis tolobas (1.22)-Si 
ii
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i
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3010010
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,  
    ese igi amgvarad gansazRvruli С gardaqmnis matrica namdvilad asrulebs 
brunvas. 
    (54) formulebis gamoyenebiT gamovTvliT matricas 
121,0392,0912,0
992,0092,0092,0
048,0916,0399,0
−
−−
−−
=A  
    advilia davrwmundeT, rom А matricis determinanti udris erTs da rom 
А-1=АТ, ese igi А aris namdvilad orTogonaluri matrica. 
    Semdgom vamowmebT Ax=y tolobas  
73,104
2
12
10
30
100
.
121,0392,0912,0
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048,0916,0399,0 −
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    amgvarad, matrica А asrulebs igive brunvas L3-Si, romelsac komleqsuri 
matrica С asrulebs  С2-Si. 
    amjerad aviRoT brunvis nulisgan gansxvavebuli centri mdebare (46) 
sibrtyeSi. vaZlevT z3 koordinatas nebismier mniSvnelobas z
3=10=10, da (54) 
formulebis mixedviT gamovTvliT danarCen or koordinatas z2=-8,583  da 
z1=5,956. aqve advilad vrwmundebiT, rom  
10
583,8
956,5
10
583,8
956,5
121,0392,0912,0
992,0092,0092,0
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−=−⋅
−
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    ese igi veqtori z aris sakuTari veqtori, romelis Seesabameba sakuTar 
mniSvnelobas 1-s. 
    aseve advilia gamovTvaloT, rom matrica А aris x da y sawyisi 
(gamosavali) wertilebis brunvis matrica axali centris mimarT, romelic 
gadaadgilebulia nulovanidan veqtor z-iT. amisTvis gamovTvliT veqtorebs 
x-z=(94,044; -21,417; 0) , y-z=(-17,956; 10,583; 94,173) da namravls 
94,173
583,10
956,17
0
17,21
044,94
*
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=
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    (56)-is da AT matricis elementebis 33a , 
3
2a , 
3
1a  gamoyenebiT gamovTvliT 
eileris kuTxeebis mniSvnelobebs: ϕ=74,4°, θ=91,1° и ψ=-74,4°. miRebuli 
mniSvnelobebis (55)-Si CasmiT SegviZlia davrwmundeT, rom miRebuli matrica 
emTxveva (56) gantolebebiT daxmarebiT gamoTvlils, rac amtkicebs, rom 
eileris kuTxeebi sworad iyo gamoTvlili. 
    vinaidan Camoyalibebuli Teoria mTlianad eyrdnoba unitaruli da 
ermituli operatorebis Teorias, Cven daurTeT am Teoriis ZiriTadi 
debulebebis mokle mimoxilva damatebis formatSi (ixile damateba A1).  
 
 
2.7. mravalrgoliani sivrculi meqanizmebis kinematikis uku amocanis 
gadawyveta. 
        rogorc ukve aRniSnulia, kinematikis uku amocanas aqvs didi 
mniSvneloba sivrculi meqanizmebis moZraobis analizisa da marTvis 
amocanebSi [45, 46]. amavdroulad es amocana gansakuTrebulad rTulia, rac 
ganpirobebulia swored misi sivrculi xasiaTiT, rac aixsneba ukve mis 
formulirebaSi. ganvixilavT kinematikis uku amocanis formulirebas 
xuTrgolian meqanizmis magaliTze brunviTi wyvilebiT [45], romelic 
moyvanilia nax.7-ze.   
 
 
 
Nnaxazi 7. xuTrgoliani manipulatoris principuli sqema. 
 
   Yyovel brunviT wyvilTan (+ sayrdeni, romelsac mivakuTnebT nomer 0-s) 
dakavSirebulia koordinatTa sistema iiii zyxA (i=0,…,5). mocemul koordinatTa 
sistemebis urTierTganlagebebi unda akmayofilebdnen Semdeg pirobebs: RerZi 
1z  mimarTulia pirveli brunviTi wyvilis RerZis mimarTulebiT, xolo RerZi 
1x  – meore brunviTi wyvilis RerZis paralelurad. RerZi mimarTulia meore 
brunviTi wyvilis RerZis mimarTulebiT, xolo 2y  – misi rgolis gaswvriv. 
Mmesame da meoTxe brinviTi wyvilebis koordinatTa sistemebs Soris unda 
arsebobdes sruliad analogiuri kavSirebi.Dda bolos, mexuTe rgolis 
koordinatTa sistemis ganlagebas waeyeneba kidev erTi piroba: RerZi 5y  unda 
iyos mimarTuli misi brunvis RerZis gaswvriv. 
    aqve unda xazi gaesvas (rac aseve ukve aRiniSna), jer erTi, eqvsi 
sxvadasxva koordinatTa sistemis gamoyenebis aucileblobas, da, meore, aseve 
maTi urTierTorientirebis sakmaod rTul da Sromatevad process. 
    exla SesaZlebelia CamovayaliboT kinematikis uku amocanis zusti 
formulireba. mocemul sidideebs warmoadgenen: 
– bolo rgoli 5-s (mtacis) koordinatebi - 555 ,, zyx ; 
– bazisuri erTeul veqtorebis (ortebis) proeqciebi 32 ,, eeei  
koordinatTa uZrav sistemaSi 0000 zyxA ; 
– rgolebis sigrZeebi li (i=1,…,5). 
 
unda ganisazRvros: 
– ganzogadebuli koordinatebi (kuTxeebi) (ϕi (i=1,…,5)) rgolebis 
mdgomareobis mimarT (nax.7). 
   SeniSvna. mocemuli amocanis gadawyvetis Sedegi SeiZleba gamoyenebuli 
iyos xuTrgoliani manipulatoris moZraobis marTvisaTvis. marTlac, 
cxadia, rom bolo rgolis 555 ,, zyx  yvela mdgomareobas Seesabameba 
rgolebis ganzogadoebul koordinatTa (fardobiTi kuTxeebis) veqtori. 
vuwodoT bolo rgolis da rgolTa fardobiTi kuTxeebis veqtoris 
dekartuli koordinatebis 555 ,, zyx  romelime fiqsirebul erToblivobas 
manipulatoris i-ri mdgomareoba, rasac aRvniSnavT zeda indeqsiT. 
davuSvaT, rom saWiroa gadavitanoT bolo rgoli (mtaci) romeliRac i-1 
mdgomareobidan, romlis dekartuli koordinatebi arian 15
1
5
1
5 ,,
−−− iii zyx  
mocemul i-urSi, romlis dekartuli koordinatebia iii zyx 555 ,, . rgolTa 
fardobiTi mdgomareobebis saZiebeli kuTxeebi ( ijϕ  (j=1,…,5)) uzrunvelyofen 
mocemuli mdgomareobis i iii zyx 555 ,,  miRwevas. amasTan aracxadad igulisxmeba, 
rom cnobili arian rogorc bolo rgolis wina mdgomareoba 15
1
5
1
5 ,,
−−− iii zyx , 
aseve rgolTa fardobiTi mdgomareobebis kuTxeebic ( 1−ijϕ  (j=1,…,5)) i-1 
manipulatoris Sesabamis mdgomareobaSi. amgvarad, marTvis amocana 
daiyvaneba kuTxeTa ( 1−ijϕ  (j=1,…,5)) iseT Secvlamde, romelic gautolebs maT 
( ijϕ  (j=1,…,5))-s, rac uzrunvelyofs bolo rgolis gadayvanas mocemul 
mdgomareobaSi. 
   Aam ideazea dafuZnebuli mocemuli naSromis meore nawili, romelic 
eZRvneba sivrculi moZraobebis marTvis problemas. 
    Camoyalibebuli uku amocana manipulatorebisaTvis brunviTi 
wyvilebiT wydeba e.w. veqtoruli meTodis daxmarebiT, romelic, jer erTi, 
mTlianad damokidebulia imaze, Tu rogor aris SerCeuli zemoT 
aRniSnuli koordinatTa eqvsi sistema, da, meored, mivyavarT grZel da 
uzomod did gamoTvliT algoriTmTan, romelic dawrilebiT ganxilulia 
sxvadasxva avtorebis mier, magaliTad, [45]-Si. xazi unda gavusvaT, rom 
veqtoruli meTodi ver wyvets amocanebs, romlebic dakavSirebuli arian 
manipulatorebTan, romlebic Seicaven sferul wyvilebs maTi 
Tavisuflebis xarisxTa simravlis gamo. 
 
 
2.8. კინემატკრი ანალიზი 
2.8.1.კინემატიკური გამოსახულებები ეილერის კუთხეებისთვის [52, 53] 
 
(52) da (56) gamosaxulebebidan advilad gamoiTvleba eileris kuTxeebi, 
romlebic uzrunvelyofen ),,( 321 xxxx  wertilis ),,( 321 yyyy  wertilSi 
Semobrunebas. Tu miRebulia, rom sawyis wertils ),,( 321 xxxx -s Seesabamebian 
eileris nulovani kuTxeebi 0000 === ψφθ , maSin brunvis marTva 
mdgomareobs eileris kuTxeebis sawyisi mniSvnelobebis 000 ;; ψφθ cvlilebebSi 
bolo fff ψφθ ;; mniSvnelobebamde, romlebic gamoTvlilia (56) formulebiT. 
zogadi saxiT marTvis procesi SeiZleba warmovidginoT rogorc eileris 
kuTxeebis cvlilebis funqciebi: )(tθ ; )(tφ ; )(tψ , romlebic unda 
akmayofilebdnen Semdeg pirobebs: 
0)( 0 =tθ ;  0)( 0 =tφ ; 0)( 0 =tψ , 
fft θθ =)( ;  fft φφ =)( ; fft ψψ =)( ,                                                               (57)    
sadac 0t da ft  – marTvis procesis sawyisi da saboloo momentebia.  
naTqvamidan bunebrivad gamomdinareobs marTvis funqciebis )(tθ ;  )(tφ ; 
)(tψ  gansazRvris amocana. 
xazs vusvamT, rom )(tθ ;  )(tφ ; )(tψ  damokidebulebebs aqvT kinematikuri 
xasiaTi, vinaidan isini ar iTvaliswineben arc momentebs, arc drekadobebs da 
arc procesis raime dinamikur maxasiaTeblebs, amitom maTi gansazRvris 
Semdeg rCeba dinamikuri adaptiuri marTvis sinTezis amocana am funqciaTa 
bazaze, razec kvemod visaubrebT. 
nax.8-ze gamosaxulia uZravi veqtorebi ),,( 321 xxxx ; ),,( 321 yyyy  da 
Sualeduri mbrunavi veqtori );;( 321 ξξξξ , romelic drois sawyis t=t0 momentSi 
emTxveva brunvis sawyis veqtors ),,( 321 xxxx , xolo bolo momentSi t=tf 
emTxveva ),,( 321 yyyy  bolo veqtors. mimdinare kuTxe γ  ),,( 321 xxxx  da 
);;( 321 ξξξξ veqtorTa Soris t=t0 momentSi udris nuls da t=tf momentSi fγγ = , 
sadac 
)),(cos()
*
),(cos( 2x
yxar
yx
yxarf ==γ
6 −),( yx;  x da y veqtorTa skalaruli 
namravlia. cxadia, rom mimdinare kuTxe ),,( 321 yyyy  da );;( 321 ξξξξ  veqtorebs 
Soris tolia γγ −f . 
                                                          
6 
2* xyx = , vinaidan brunvisas yx =  
ganvsazRvravT );;( 321 ξξξξ  veqtoris koordinatebs im pirobidan, rom is 
Seadgens γ  da γγ −f kuTxeebs ),,(
321 xxxx  da ),,( 321 yyyy  veqtorebTan da 
ganlagebulia maT sibrtyeSi. am mizniT saWiroa SemoviRoT veqtori 
);;( 122131132332 yxyxyxyxyxyxr −−− , romelic warmoadgens x da y veqtorebis veqtorul 
namravls. 
 
 
 
 
 
 
Nnaxazi 8. sivrculi brunvis sawyisi, bolo da Sualeduri veqtorebi. 
 
am SemTxvevaSi aRniSnuli pirobebi SeiZleba Caiweros wrfivi 
gantolebebis Semdegi saxiT: 
;0),( =rξ  
;cos),( 2 γξ xx =  
).cos(),( 2 γγξ −= fxy                                                                                       (58)  
advilad Cans, rom veqtori );;( 321 ξξξξ , gansazRvruli (58) sistemiT, 
akmayofilebs Semdeg pirobebs: 
1) roca 0=γ  maSin );;( 321 ξξξξ = ),,( 321 xxxx , rac gamomdinareobs (58) 
sistemis meore gantolebidan, radgan am SemTxvevaSi 
2),( xx =ξ , 
rac SesaZlebelia mxolod maSin, rodesac );;( 321 ξξξξ = ),,( 321 xxxx
; 
,,( 321 xxxx
 
/p
),,( 321 yyyy
 
( 321 ξξξξ
 
/p
 
fγ
 
2) roca fγγ =  maSin );;(
321 ξξξξ = ),,( 321 yyyy , rac gamomdinareobs (58) 
sistemis mesame gantolebidan, vinaidan am SemTxvevaSi 
2),( xy =ξ , 
rac SesaZlebelia mxolod maSin, roca );;( 321 ξξξξ = ),,( 321 yyyy ; 
3) yx ==ξ , rac gamomdinareobs (58) sistemis meore da mesame 
gantolebebidan. 
amgvarad, veqtori );;( 321 ξξξξ , gansazRvruli (58) sistemidan, Seesabameba 
nax.8-s, ese igi is namdvilad SeiZleba ganvixiloT rogorc veqtori, mbrunavi 
(piroba 3) ),,( 321 xxxx  veqtoridan (piroba 1) ),,( 321 yyyy  veqtoramde (piroba 2). 
amasTan kuTxe γ  icvleba fγγ ≤≤0  sazRvrebSi. 
(58) sistemis gantolebebi SeiZleba warmodgindes koordinatuli saxiT: 
0222211 =++ rrr ξξξ  
γξξξ cos2222211 xxxx =++  
)cos(2222211 γγξξξ −=++ fxyyy .      (59) 
advilad Cans, rom am sistemis determinanti tolia 
2
321
321
321
r
yyy
xxx
rrr
==∆ .      (60)  
krameris formulebis danarCen determinantebs (59) sistemisTvis eqnebaT 
Semdegi mniSvnelobebi: 
))(cos))(((cos(
)cos(
cos
0
233223322
322
322
32
1 yryrxrxrx
yyx
xxx
rr
f
f
−−−−=
−
=∆ γγγ
γγ
γ ; 
))(cos))(((cos(
)cos(
cos
0
311331132
321
321
31
2 yryrxrxrx
yxy
xxx
rr
f
f
−−−−=
−
=∆ γγγ
γγ
γ ; 
))(cos))(((cos(
)cos(
cos
0
122112212
221
221
21
3 yryrxrxrx
xyy
xxx
rr
f
f
−−−−=
−
=∆ γγγ
γγ
γ , (61)      
rac gvaZlevs saSualebas miviRoT saZiebeli );;( 321 ξξξξ veqtoris 
koordinatebi Semdegi saxiT: 
))(cos))(((cos( 233223322
1 yryrxrxr
r
x
f −−−−=
2
γγγξ  
))(cos))(((cos( 311331132
2 yryrxrxr
r
x
f −−−−=
2
γγγξ  
))(cos))(((cos( 122112212
3 yryrxrxr
r
x
f −−−−=
2
γγγξ . (62)  
am gamosaxulebebSi damoukidebeli cvladi aris kuTxe γ , romelic 
SeiZleba ganvixiloT rogorc drois funqcia, es ki niSnavs, rom );;( 321 ξξξξ
veqtoris koordinatebic aseve warmoadgenen drois funqciebs. amasTan Cven 
vvaraudobT, rom )(tγ  aris sakimarisad gluvi da akmayofilebs Semdeg 
pirobebs: ffo ttиtt γγγ ==== )(0)( . xazs vusvamT, rom amgvarad sivrculi 
moZraobis marTvis sintezis amocana daiyvaneba konkretuli saxis )(tγ
funqciis gansazRvramde, rac dakavSirebulia brunvis procesis dinamikasTan, 
rac aRwerili iqneba momdevno naSromebSi. am naSromSi ki vgulisxmobT, rom 
)(tγ aris nebismieri funqcia, romelic akmayofilebs aRniSnul pirobebs. 
garkveulobisTvis vuSvebT: 
tt ωγ =)( ,               (63)  
sadac fπω 2=  – aris mudmivi kuTxuri siCqare. 
Tu SemoviRebT axal veqtorebs );;( 122131132332 xrxrxrxrxrxrrx −−−= da 
);;( 122131132332 yryryryryryrry −−−= , romlebic warmoadgenen veqtorul 
namravlebs [r×x]   da [r×y], Sesabamisad, miviRebT swaZiebeli koordinatebis 
martiv gamosaxulebebs, rogorc drois funqciebs: 
)cos)(cos()( 112
1
yxf trrt
r
x
t ωωγξ −−=
2
; 
)cos)(cos()( 222
2
yxf trrt
r
x
t ωωγξ −−=
2
; 
)cos)(cos()( 332
3
yxf trrt
r
x
t ωωγξ −−=
2
.       (64)  
rogorc naTqvami iyo, veqtori );;( 321 ξξξξ  warmoadgens mbrunav veqtors, 
amitom drois yovel momentSi is SeiZleba ganvixiloT rogorc brunvis 
procesis mimdinare momentis bolo veqtori. Tu (52) formulebSi ),,( 321 yyyy  
wertilis koordinatebis nacvlad CavsvamT (63) gamosaxulebebs, miviRebT С 
spinoruli matricis parametrebis, А orTogonaluri matricis (formulebi 
(54)) da eileris kuTxeebis (56) warmodgenebs drois funqciaTa saxiT. amiT 
viRebT droze damokidebul (kinematikur) warmodgenas ),,( 321 xxxx  wertilis 
),,( 321 yyyy -Si brunvisas. magram manamde saWiroa bolomde ganisazRvros 
matrica С imgvarad, rom brunvis spinorul gantolebas sawyis momentSi 
hqondes Semdegi saxe XCCX T= , rac cxadia, SesaZlebelia mxolod maSin, 
roca С aris erTeuli matrica. es SeiZleba Sesruldes 21 αα и  parametrebis 
Sesabamisi SerCeviT. 
marTlac, Tu davuSvebT, rom 0;1 21 == αα , miviRebT rim: 
33
11
1Re yx
yx
+
−
== ββ ; 
33
22
2Im yx
xy
+
−
== ββ .                                                   (65)  
amis Semdeg (65)-Si y veqtoris nacvlad CavsvamT ξ veqtoris koordinatebs 
(64)-dan, maSin matrica С iqneba droze damokidebuli da miiRebs Semdeg saxes: 
1
)(
)))(())(((
)(
)))(())(((1
1
1)(
33
2211
33
2211
2
tx
txitx
tx
xtixt
tC
ξ
ξξ
ξ
ξξ
β
+
−−−
+
−+−
+
= ,       (66)  
sadac 233
222211
2
))((
))(())((
tx
txtx
ξ
ξξβ
+
−+−
= ; )(),(),( 321 ttt ξξξ  – drois funqciebia, 
romlebic gansazRvruli arian (64)-Si. 
cxadia, rom sawyis 0t  momentSi matrica 10
01
)( == ottC , radganac am 
SemTxvevaSi 0)( 0 =tγ  da );;(
321 ξξξξ = ),,( 321 xxxx . 
ftt =  momentisTvis gvaqvs fft γγ =)( , );;(
321 ξξξξ = ),,( 321 yyyy  da Sesabamisad 
1))()((
))()((1
1
1)(
33
2211
33
2211
2
yx
yxiyx
yx
xyixy
ttC f
+
−−−
+
−+−
+
==
β
 .    (67)  
naTqvamidan gamomdinareobs, rom brunvis spinoruli matrica (66) 
gansazRvrulia koreqtulad. magram am SemTxvevaSi koreqtulad 
gansazRvrulia eileris kuTxeebic (56), romlebic aseve aRmoCndebian drois 
funqciebi 
)
))((
))(())(())((arccos()( 233
222211233
tx
txtxtxt
ξ
ξξξθ
+
−−−−+
= ; 
)
)(sin))((
))((2arcsin()( 33
11
ttx
txt
θξ
ξϕ
+
−
= : 
)
)(sin))((
))((2arcsin()( 33
11
ttx
xtt
θξ
ξψ
+
−
= .      (68)  
miRebuli gamosaxulebebi (68) wyveten )(tθ ;  )(tφ ; )(tψ  mmarTveli 
kinematikuri funqciebis gansazRvris dasmul amocanas. meore mxriv, saWiroa 
aRiniSnos, rom SemoTavazebuli Teoria gvaZlevs saSualebas sivrculi 
moZraobis marTvis arsebiTad samganzomilebiani amocana daviyvanoT 
erTganzomilebianze. marTlac, sakmarisia rogorme SevadginoT funqcia )(tγ , 
romelic akmayofilebs Sesabamis zRvrul pirobebs, maSin cxadia, rom 
marTvis procesi mTlianad gansazRvruli iqneba brunvis (66) spinoruli 
matricis da eileris kuTxeebis (68) funqciaTa meSveobiT. 
      
2.8.2.  ricxobrivi magaliTi 
ganvixiloT ricxobrivi magaliTi zemonaTqvamis ilustrirebisaTvis. 
vTqvaT miRebulia nebismierad sawyisi da bolo veqtorebi: x(10,-45,30) da 
y(1,20,51.225). kuTxe maT Soris 02 65.77)
),(cos( ==
x
yxarfγ . gamoTvlis 
simartivisaTvis miviRoT 1=ω , 
3
fγ
 bijiT. gamovTvaloT ori sxvadasxva gziT 
mbrunavi veqtoris );;( 321 ξξξξ  xuTi Sualeduri mdgomareoba. (64) formulebis 
gamoyenebiT viRebT mbrunavi veqtoris Semdeg koordinatebs kuTxeTa sami 
mniSvnelobisaTvis (cxrili 3). 
 
mbrunavi veqtoris koordinatebi );;( 321 ξξξξ .     cxrili 2. 
Угол f0γ  1ξ  2ξ  3ξ  ξ  
1 2 3 4 5 
3/fγ =25.88
0 
8.48 -27.25 47.02 55 
3/2 fγ =51.77
0 
5.27 -4.03 54.60 55 
fγ =77.65
0 
1 20 51.23 55 
 
eileris kuTxeebis gamoTvlis sisworis Semowmeba mdgomareobs imaSi, 
rom saWiroa kuTxeta yvela 5 mniSvnelobisTvis (cxrili 2) gamovTvaloT 
eileris kuTxeebi veqtor );;( 321 ξξξξ -s Sualedur mdgomareobaTa 
koordinatebis miRebuli mniSvnelobebis gamoyenebiT (68) formulebis 
mixedviT da aseve gamovTvaloT ZiriTadi warmodgenis samganzomilebiani 
orTogonaluri matrica A da aseve gamovTvaloT mbrunavi veqtoris 
Sualeduri koordinatebi formuliT Ax=ξ , sadac x aris brunvis sawyisi 
veqtori. am gziT mirebuli mniSvnelobebi unda daemTxves cxrilisas. 
cxrilSi 4 moyvanilia Sesabamisi gamoTvlaTa Sedegebi. 
matrica А gamoTvlilia eileris kuTxeebis im mniSvnelobebisTvis, 
romlebic miRebuylia (68) formulebiT da moyvanilia cxrili 4-is meore 
svetSi. );;( 321 ξξξξ  mbrunavi veqtoris koordinatTa mniSvnelobebi 
gamoTvlilia (55) matricis gamravlebiT brunvis sawyis veqtorze x(10,-45,30): 
Ax=ξ . Mme-4 cxrilis 4-6 svetebidan Cans, rom mbrunavi veqtoris 
koordinatebi emTxveva (64) formuliT gamoTvlil koordinatebs (cxrili 3). 
 
 
 
mbrunavi );;( 321 ξξξξ  veqtoris koordinatTa gamoTvla (55) 
orTogonaluri А matricis gamoyenebiT.               
       cxrili 3 
kuTxe 
f
0γ  
Eeileris 
kuTxeebi 
orTogonaluri 
matrica А 
1ξ  2ξ  3ξ  
1 2 3 4 5 6 
 
3/fγ =25.88
0 0
0
0
87.4
87.4
05.26
−=
=
=
ψ
ϕ
θ
 A
1
=  
8.48 -27.25 47.02 0.999
8.59 10 3−×
0.037−
8.59 10 3−×
0.899
0.438
0.037
0.438−
0.898










 3/2 fγ =51.77
0 0
0
0
58.6
58.6
98.56
−=
=
=
ψ
ϕ
θ
 A2=  
5.27 -4.03 54.60 
fγ =77.65
0 
0
0
0
88.7
88.7
87.77
−=
=
=
ψ
ϕ
θ
 A3=  
1 20 51.23 
 
 
 
 
 
  
0.995
0.044
0.09−
0.044
0.621
0.783
0.09
0.783−
0.616








0.985
0.107
0.134−
0.107
0.225
0.968
0.134
0.968−
0.21








თავი მესამე 
 
3. მოძრავი მექანიკური ობიექტების ტერმინალური მდგომარეობების  
მართვის მეთოდის შემუშავება და სინთეზი. 
 
3.1. terminaluri marTvis amocana da mmarTveli funqciis sinTezi. 
Tavi-Si 1 (gv. 23-24) naCvenebia, rom moZraobis marTvis bevri amocana 
SeiZleba dayvanil iqnas moZravi obieqtebis saboloo (terminaluri) 
mdgomareobebis marTvis amocanebamde. iqvea formulirebuli kvlevis mizani: 
damuSavdes martivi, terminaluri marTvis adapturi meTodi. qvemod moyvanili 
mosazrebebi warmoadgens am amocanis amoxsnis safuZvels [54,55]. 
simartivisTvis ganvixiloT samarTavi obieqtis erTganzomilebiani 
moZraoba, romlis koordinataa ψ . cxadia, rom misi moZraoba aRiwereba 
diferencialur gantolebaTa Semdegi sistemiT: 
 ∑ ∑
= =
+=
n
i
k
j
ji fFm
V
1 1
;(1  
 γ=V ,                      (69)     
sadac V  – aris samarTavi obieqtis siCqare; 
 )...,2,1( niFi =  – aramarTvadi Zalebis proeqciebi moZraobis 
mimarTulebaze, ese igi γ  RerZze; 
 ),...,2,1( kjf j =  – marTvadi Zalebis proeqciebi moZraobis mimarTulebaze, 
anu γ  RerZze; 
 m  – obieqtis masaa. 
 
aramarTvad Zalebs ganekuTvneba magaliTad, yvela SemaSfoTebeli Zala, 
romlebic im garemo pirobebiT warmoiSva, sadac mimdinareobs moZraoba. 
terminaluri marTvis amocana Semdegnairad Camoyalibdeba: cnobilia 
obieqtis sawyisi fazuri mdgomareoba ( 00 ,γγ  ). saWiroa T  drois ganmavlobaSi 
misi gadayvana saboloo mdgomareobaSi ( ff γγ , ). aramarTvadi Zalebi 
warmoadgenen t  drois, γ  koordinatis da ψ  siCqaris funqciebs, anu 
),,( γγ tFF ii = , xolo marTvadi Zalebi kidev damatebiT α  marTvadi parametris 
funqciasac: ),,,( αγγ tff jj = . SevniSnavT, rom α  parametri xSirad warmoadgens 
samarTavi obieqtis mdgomareobas da SesaZlebelia iyos drois funqcia. 
moZraobis marTvis aRniSniSnuli amocanis amoxsnisadmi tradiciuli midgoma 
mdgomareobs iseTi ),,,( αγγ tff jj =  funqciebis ZebnaSi, romelTaTvisac drois 
],0[ T  monakveTze (69) sistemis amoxsnebi akmayofileben Sesabamis sasazRvro 
pirobebs. rogorc iyo aRniSnuli, amoxsnis erTaderToba miiRweva damatebiTi 
pirobis gamoyenebiT – amoxsnebi unda aniWebdnen specialurad SerCeul 
funqcionals eqstremums. aseT damatebiT pirobad xSirad gamoiyeneba marTvis 
drois minimumis moTxovna (swrafmoqmedebis maqsimumi) an kidev marTvis 
energiis minimumi. aseve SesaZlebelia Segvxdes sxva xasiaTis funqcionalebic. 
amgvarad miRebul amoxsnebs aqvT programuli xasiaTi (marTvis sistema aris 
Ria), rac iwvevs gansaxorcielebeli moZraobis aramdgradobas aramarTvadi 
Zalebis gauTvaliswinebeli zemoqmedebis gamo. adaptiuri marTvis damuSaveba 
moiTxovs sxvagvar midgomas: am SemTxvevaSi unda ganxorcieldes uwyveti 
TvalTvali moZravi obieqtis mimdinare mdgomareobaze, rac moiTxovs 
Sesabamisi gazomvebis Catarebas. 
ganvixiloT es sakiTxi ufro dawvrilebiT. vTqvaT, raime meTodebiT 
gansazRvrulia mmarTveli Zalebis optimaluri funqcia )(tϕ , maSin cxadia, 
rom mmarTavi parametris funqcia )(tα  SeiZleba ganisazRvros rogorc raime 
diferencialuri gantolebis amoxsna, romlis marjvena nawili 
damokidebulia mmarTveli Zalebis mocemuli optimaluri )(tϕ  funqciisa da 
amave Zalebis ))(,,,( ttff αγγ =  mimdinare mniSvnelobas Soris sxvaobaze. 
davuSvaT, rom am gantolebas aqvs saxe: 
 ))(,,,()(()( ttftkt c αγγϕα  −= .                 (70)      
miviRoT, rom kavSiri marTvad )(tα  parametrsa da mimdinare (gazomil)  
))(,,,( ttff αγγ =  mniSvnelobas Soris SeiZleba warmovidginoT pirveli rigis 
inerciuli rgolis saxiT: 
  ))(( ftkf f −= α .                 (71)   
mowyobiloba, romelic aRiwereba (80) gantolebiT, warmoadgens 
regulators – Zravul danadgars, romelic axdens mmarTveli Zalis 
))(,,,( ttff αγγ =  generirebas. 
amgvarad, marTvis procesi aRiwereba diferencialur gantolebaTa 
sistemis (69) – (71) meSveobiT. Tu viciT mmarTvel ZalTa sinTezirebuli 
funqcia )(tϕ , SeiZleba obieqti sawyisi )();( 00 tt γγ   mdgomareobidan 
gadaviyvanoT saboloo mdgomareobaSi )();( ff tt γγ  . amsTan, aq warmoiSveba 
sirTule, dakavSirebuli mmarTveli Zalebis gazomvis aucileblobasTan, rac, 
cxadia, moiTxovs unars obieqtis moZraobis procesSi gamovyoT isini 
aramarTvadi Zalebisagan. es ukanaskneli praqtikuli TvalsazrisiT, 
warmoadgens gadauWrel amocanas, rac aferxebs terminaluri kontrolis 
amocanebisaTvis adapturi meTodebis ganviTarebas. 
mocemuli problemis gadaWra SesaZlebelia ganxorcieldes sxva 
midgomis meSveobiT. 
marTvadi Zalebis cvlileba iwvevs aramarTvadi Zalebis cvlilebasac. 
yvela Zala, romelic moqmedebs moZrav obieqtze (aramarTvadi + marTvadi), 
iwvevs obieqtis aCqarebas V . cxadia, is advilad emorCileba pirdapir 
gazomvas, amitom saWiroa daisvas amocana aCqarebis ψ  saxiT marTvadi 
funqciis sinTezisa. maSin marTvis procesi miiyvaneba Semdegi tolobis 
dacvamde: 
 )(tV γ = ,                    (72)      
sadac V  – obieqtis gazomili aCqarebaa. 
 )(tγ  - obieqtis mocemuli (sinTezirebuli) aCqarebaa. 
SevniSnoT, rom (72) arsiT warmoadgens samarTavi obieqtis moZraobis 
gantolebas mmarTveli Zalebis )(tγ -s funqciis zemoqmedebiT, romelic (69)-is 
eqvivalenturia. es aixsneba imiT, rom obieqtis gazomili V  aCqareba 
iTvaliswinebs rogorc marTvadi, ise aramarTvadi Zalebis cvlilebebsac. 
SemdgomSi es faqti arsebiTad iqneba gamoyenebuli. (72) toloba fizikurad 
advilad realizebadia, Tu regulatori (Zravuli danadgari), gamosaxuli 
inerciuli rgolis gantolebiT (71), sakmaod mZlavria. am SemTxvevaSi 
SesaZlebelia aramarTvadi Zalebis marTvadi ZalebiT kompensireba da amiT 
(72) tolobis dacva. 
davuSvaT, rom mocemuli aCqareba )(tγ  da mmarTveli Zalebi 
))(,,,( ttff αγγ =  dakavSirebulia damokidebulebiT 
  ))(,,,( ttkf αγγγ  = ,                    (73)    
sadac k  – proporciulobis koeficientia. 
marTvis algoriTmis sinTezi SeiZleba dayvanil iqnes garkveul 
variaciul amocanaze fazur sivrceSi: mocemuli ori wertili ( 00 ;γγ  ), ( ff γγ ; ) 
organzomilebian fazur sivrceSi, saWiroa fazur sivrceSi iseTi mrudis 
gantolebis gansazRvra, romelic maT aerTebs da Semdeg funqcionals aniWebs 
minimums 
∫=
T
F dtttfT
J
0
2 ))(,,,(1 αγγ  .                  (74)   
saZiebeli mrudis gantoleba SesaZlebelia warmovidginoT parametruli 
saxiT )(tγγ =  da )(tγγ  = , maSin cxadia, rom amgvarad gansazRvrul fazur 
mruds Seesabameba 0γ  wertilis moZraobis traeqtoria fγ  wertilisken, 
amasTan sawyisi siCqare drois mocemul momentSi 0tt =  tolia 0γ , xolo 
saboloo momentSi – fTt γ−= . 
(74)-dan gamomdinareobs, rom )(tγγ =  da )(tγγ  =  traeqtoria, romelic 
(74)-s aniWebs minimums, warmoadgens optimalurs im azriT, rom is 
minimizacias ukeTebs energetikul mmarTvel zemoqmedebas. 
aCqareba optimaluri traeqtoriis gaswvriv warmoadgens fazuri 
koordinatebis funqcias 
  ),( γγϕγ  = .                   (75)   
(72) da (73)-dan gvaqvs 
),())(,,,( γγϕαγγ  =ttkf .                 (76)   
(76)-is (74)-Si CasmiT miviRebT 
∫ ∫==
T T
dtk
T
dtk
T
J
0
2
0
1
2
1 ][
1]0,([1 γγγϕ  ,                (77)  
sadac 
k
k 11 = . 
(77) funqcionali miekuTvneba im tipis funqcionalebs, romlebic 
Seicaven meore rigis warmoebulebs, amitom maTi Sesabamisi eileris 
gantoleba SesaZlebelia Caiweros Semdegi saxiT [32,33]: 
02
2
=
dt
d γ
.                   (78)   
(78)-is amonaxsni warmoadgens mesame rigis polinoms 
62
3
3
2
210
tCtCtCC +++=γ .                (79)   
sasazRvro pirobebi tolia: 
00 ;;0 γγγγ  ===t ,                 (80)   
ffTt γγγγ  === ;; .                 (81)   
es oTxi piroba savsebiT sakmarisia imisaTvis, rom ganvsazRvroT oTxi 
konstanta iC  ( 3,2,1,0=i ), romlebic Sedian (79)-Si, rac savsebiT gansazRvravs 
optimalur traeqtorias. 
marTvadi Zalebis cvlileba iwvevs aramarTvadi Zalebis cvlilebasac. 
yvela Zala, romelic moqmedebs moZrav obieqtze (aramarTvadi + marTvadi), 
iwvevs obieqtis aCqarebas V . cxadia, is advilad emorCileba pirdapir 
gazomvas, amitom saWiroa daisvas amocana aCqarebis γ  saxiT marTvadi 
funqciis sinTezisa. maSin marTvis procesi miiyvaneba Semdegi tolobis 
dacvamde: 
 )(tV γ = ,               (82)     
sadac V  – obieqtis gazomili aCqarebaa. 
 )(tγ  - obieqtis mocemuli (sinTezirebuli) aCqarebaa. 
SevniSnoT, rom (82) arsiT warmoadgens samarTavi obieqtis moZraobis 
gantolebas mmarTveli Zalebis )(tγ -s funqciis zemoqmedebiT, romelic (69)-is 
eqvivalenturia. es aixsneba imiT, rom obieqtis gazomili V  aCqareba 
iTvaliswinebs rogorc marTvadi, ise aramarTvadi Zalebis cvlilebebsac. 
SemdgomSi es faqti arsebiTad iqneba gamoyenebuli. (82) toloba 
fizikurad advilad realizebadia, Tu regulatori (Zravuli danadgari), 
gamosaxuli inerciuli rgolis (71) gantolebiT, sakmaod mZlavria.   
am SemTxvevaSi SesaZlebelia aramarTvadi Zalebis marTvadi ZalebiT 
kompensireba da amiT (72) tolobis dacva. aq unda aRiniSnos Semdegi. Cven 
qvemoT warmovadgineT variaciuli amocanis mmarTveli polinomis formaluri 
gamoyvana amonaxsnis safuZvelze. 
davuSvaT, rom mocemuli aCqareba )(tγ  da mmarTveli Zalebi 
))(,,,( ttff αγγ =  dakavSirebulia damokidebulebiT 
))(,,,( ttkf αγγγ  = ,              (83)   
sadac k  – proporciulobis koeficientia. 
marTvis algoriTmis sinTezi SeiZleba dayvanil iqnes garkveul 
variaciul amocanaze fazur sivrceSi: organzomilebian fazur sivrceSi 
mocemuli ori wertili ( 00 ;γγ  ) ( ff γγ ; ) saWiroa fazuri sivrcis iseTi mrudis 
gantolebis gansazRvra, romelic maT aerTebs da minimums aniWebs Semdeg 
funqcionals 
∫=
T
F dtttfT
J
0
2 ))(,,,(1 αγγ  .            (84)   
qvemoT Cven ganvixilavT zogierT kerZo SemTxvevebs, romlebic 
ganisazRvrebian sasazRvro pirobebis (80) da (81)-s sxvadasxva 
mniSvnelobebiT.  
3.2. დაყვანის ამოცანა [56÷58]. 
3.2.1. mmarTveli funqciis sinTezi. 
dayvanis amocana ganisazRvreba Semdegi sasazRvro pirobebiT: 
 t=0; 0γγ = ;  0γγ  = ,                                                                        (85)     
 t=T; ;                                                                                     (86)      
(85) da (86) pirobebi niSnavs, rom obieqti sawyisi mdgomareobidan 0γγ =  
da oγγ  =  gadayvanili unda iyos  mdgomareobaSi da amasTan siCqare 
unda iyos nebismieri. variaciuli gamoTvlebis terminebSi es aris amocana 
moZravi boloebiT. 
aseTi saxis amocanebisaTvis mocemul (85) da (86)  sasazRvro pirobebs 
saWiroa daematos e.w. bunebrivi sasazRvro piroba, romelic Cven SemTxvevaSi 
gamoisaxeba Semdegnairad [33] 
    ,0=− γγ  Gdt
dG                                                  (87)           
sadac 2γkG = . 
cxadia, rom  
    0=γG                                                          (88)   
da 
    γγ  2=G .                                                       (89)      
(89) piroba Semdegnairad gardaiqmneba: 
    02 =γ .                                                        (90)   
(79)-is samjer gadiferencirebiT da (85), (86) sasazRvro da (87) bunebrivi 
pirobebis gaTvaliswinebiT, SeiZleba ganisazRvros )3,2,1,0( =iCi : 
fγγ =
fγγ =
    03 =C ; TT
C f 02
0
2
2)(2 γγγ
−
−
= ; 01 γ=C ; 00 γ=C .                    (91)     
(91)-is CasmiT (79)-Si da am gamosaxulebis pirvel da meore 
warmoebulebSi, miviRebT Semdeg gamosaxulebebs optimaluri 
traeqtoriisTvis fazur sivrceSi: 
    00
2
0
2
0
2
)
2)(2
( γγ
γγγ
γ ++−
−
= tt
TT
f 

,                                (92)    
    0
0
2
0 )
2)(2
( γ
γγγ
γ 

 +−
−
= t
TT
f
.                                      (93)   
aCqareba ((92)-is meore warmoebuli) miiRebs Semdeg saxes 
    
TT
f 0
2
0 2)(2 γγγγ

 −
−
= .                                           (94)    
(94) gamosaxuleba warmoadgens marTvis kanons dayvanis amocanisTvis. es 
kanoni niSnavs, rom Tu marTvis obieqtis aCqareba [0,T] drois intervalze 
iqneba mudmivi da toli (94)-is, maSin Tt = drois momentSi misi mdgomareoba 
daakmayofilebs sasazRvro pirobebs (81). magram es aris marTvis gaSlili 
(programuli) kanoni, ese igi, marTvis kanoni ukukavSiris gareSe. marTvis 
obieqtis aCqarebis pirdapiri gazomvis SesaZleblobis gamoyenebiT, (91) 
SeiZleba gardavqmnaT ukukavSirian marTvis kanonad [55]. am mizniT sakmarisia 
sawyisi fazuri mdgomareoba CavTvaloT mimdinared, ese igi vigulisxmoT, rom 
0γγ =  da 0γγ  = . am SemTxvevaSi unda CavTvaloT, rom amocanis Sesrulebis 
dro darCenili drois tT −  tolia. aseT SemTxvevaSi (92) miiRebs Semdeg 
saxes: 
    
)(
2
)(
)(2
2 tTtT
f
−
−
−
−
=
γγγγ

 .                                          (95)    
(95)-dan Cans, rom am SemTxvevaSi marTvis obieqtze momqmedi aCqareba araa 
mudmivi da damokidebulia siCqarisa da marTvis obieqtis mimdinare 
koordinatebis mniSvnelobebze, ese igi xorcieldeba marTva ukukavSiriT. 
nax.9-ze warmodgenilia aseTi ukukavSiriani marTvis realizaciis blok-sqema. 
marTvis obieqtis mimdinare mdgomareobis gazomili koordinatebi ( γγ , ) 
miewodeba avtomaturi marTvis sistemis bloks, sadac ganisazRvreba moqmedi 
aCqarebis saWiro mniSvneloba (95). 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Nnaxazi 9. dayvanis amocanis avtomaturi marTvis sistemis blok-sqema. 
 
3.2.2. marTvis procesis dinamikis analizi dayvanis amocanaSi. 
advilad Cans, rom moZraobis programa (6.20) (gaSlili marTva) 
warmoadgens TanabradaCqarebul moZraobas mudmivi aCqarebiT (94). 
ukukavSirian marTvaze gadasvla (95), rogorc ukve naTqvamia, gadaaqcevs mas 
moZraobad cvladi aCqarebiT. magram im SemTxvevaSi, roca Tt =  Cndeba 
gansakuTrebuli mdgomareoba – mmarTveli funqciis mniSvneli utoldeba 
nuls. am sirTulis acileba SesaZlebelia Semdegnairad. 
davuSvaT TtT ∆=− , sadac T∆  – drois mudmivi intervalia. fizikuri 
TvalsazrisiT es niSnavs, rom dayvanis procesis miznobrivi wertili aseve 
moZravia, radganac mas aqvs winswreba marTvis obieqtis mimarT – T∆ -Ti. 
aRvniSnoT misi cvladi koordinati mγ -iT. mmarTveli aCqarebis funqcia T∆  
drois intervalze SeiZens Semdeg saxes: 
 TT
m
∆
⋅
−
∆
−⋅
=
γγγγ

 2)(2
2 ,                                            (96)   
sadac γ  da γ  – (marTvis obieqtis koordinata da siCqare) rogorc adre iyo 
aRniSnuli cvladi sidideebia, da warmoadgenen drois funqciebs. 
fγ  
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2
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2 tTtT
f
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− γγγ 
 1/
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γ  γ  
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γ  γ  
0γ
 
0γ  
amgvarad, (96) gamosaxulebis marjvena nawilis gamoyeneba mmarTveli 
aCqarebisaTvis iTvaliswinebs, rom marTvis obieqti moZraobs mγ  miznobrivi 
wertilisken, drois mudmivi T∆  sididis toil CamorCeniT, da T  droSi misi 
koordinata toli iqneba mocemuli mniSvnelobisa fγγ = . 
saWiroa davrwmundeT, rom es marTlac asea. 
aqve SevniSnoT, rom (92)-Tan analogiis mixedviT gvaqvs moZravi samizne 
wertilis koordinatis marTvis Semdegi programa: 
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.                                              (97)      
es gantoleba asaxavs im faqts, rom wamyvani wertili mγ  win uswrebs marTvis 
obieqts T∆  droiT. 
Tu CavsvamT (97)-s (96)-Si da SevasrulebT rig martiv garadqmnebs, miviRebT 
Semdeg gamosaxulebas mmarTveli aCqarebisaTvis 
ωγγ ωγ
112
210 kktktkk ++++= ,                                                                                (98)                
sadac γω =  – marTvis obieqtis siCqarea; 
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(98) gamosaxuleba warmoadgens meore rigis wrfiv araerTgvarovan 
diferencialur gantolebas mudmivi koeficientebiT 
2
210 tktkkkk ++=++ γγγ γω  ,                                                                             (99)                           
sadac 1γγ kk −=  da 
1
ωω kk −= . 
rogorc cnibilia, misi amoxsna Sedgeba ori nawilisagan: Sesabamisi 
erTgvarovani gantolebis zogadi amoxsnisagan da araerTgvarovani 
gantolebis  kerZo amoxsnisagan. 
ganvsazRvroT jer kerZo amoxsna, anu damyarebuli mdgeneli nawili. 
movZebnoT Mamoxsna marjvena nawilis msgavsi struqturis  mqone polinomis 
saxiT:  
                    2210 tataa ++=γ  
am gamosaxulebis (99)-Si CasmiT da marjvena mxareebis gatolebiT t -s 
erTnairi xarisxis dros, viRebT Semdeg gantolebebs ia (i=0,1,2) 
koeficientebisaTvis 
00122 kakaka =++ γω ; 
1122 kakak =+ γω ; 
22 kak =γ .                                                                                                          (100)                     
gantoleba (100) advili amosaxsnelia: 
λk
ka 22 = ; 
)2(1 211
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a −−−= .                                                                (101)     
Tu gamosaxulebaSi (100) CavsvamT ki (i=0,1,2) koeficientebs (98)-dan, sabolood 
miviRebT: 
TT
a f 02
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)( γγγ 
−
−
= ; 
01 γ=a ; 
00 γ=a .                                                                                                               (102)                    
aqedan (99) araerTgvarovani gantolebis kerZo amonaxsns eqneba Semdegi saxe: 
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,                                                                      (103)                            
romelic emTxveva (92)-s da amitom marTlac akmayofilebs (85) da (86) 
sasazRvro pirobebs. 
axla ganvsazRvroT erTgvarovani gantolebis amonaxsni 
0=++ γγγ γω kk  ,                                                                                                 (104)        
ese igi miyvanis procesis gardamaval funqcia. (104)-is maxasiaTebel 
gantolebas eqneba Semdegi saxe 
02 =++ γω λλ kk ,                                                                                             (105)                 
romelsac, rogorc advilad Cans, aqvs ori kompleqsurad SeuRlebeli fesvi 
i
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−
∆
−=
11
1λ ,                                                              (107)                          
sadac 1−=i . 
(107)-is gamoyenebiT, (104) erTgvarovani gantolebis zogadi amonaxsni SeiZleba 
Caiweros Semdegi saxiT 
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rasac mivyavarT (99) araerTgvarovani gantolebis zogad amoxsnamde 
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Cven aseve dagvWirdeba (109)-is warmoebuli 
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(109) da (110) funqciaTa sawyisi mniSvnelobebi, romlebic ganisazRvrebian 
sawyisi pirobebiT 
t=0; 10γγ = ;  10γγ  = ,                                                                                           (111)                  
saSualebas iZleva ganvsazRvroT mudmivebi С1 da С2 
0101 γγ −=C  da )()( 0100102 γγγγ −−−∆= TC                                                     (112)   
da amiT – (99) diferencialuri gantolebis amonaxsnis saboloo saxe: 
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aucilebelia gavakeToT SeniSvna, romelic exeba (111) sawyis pirobebs, radgan 
isini gansaxvavdeba pirveli sasazRvro pirobidan – (85). saqme imaSia, rom 
dayvanis procesi SeiZleba iwyebodes marTvis obieqtis koordinatis da 
siCqaris nebismieri sawyisi mniSvnelobebisas, da ara aucileblad maTi 
tolobisas marTvis obieqtis siCqarisa da koordinatis saTvlel 
mniSvnelobebTan, romlebic winaswar mocemulia (85)-Si. Tu (85)-is da (100)-is 
mniSvnelobebi erTmaneTis toli ar aris, aRiZvreba gardamavali procesi, 
romelic ganisazRvreba eqsponencialuri mdgenliT (113)-Si. winaaRmdeg 
SemTxvevaSi gardamavali mdgeneli ar arsebobs da dayvanis procesi mihyveba 
mxolod iZulebiT mdgenels (meore mdgeneli (113)-Si). aseve aRvniSnavT, rom 
gardamaval mdgenels aqvs qrobadi xasiaTi da amasTan T∆  asrulebs drois 
mudmivas rols: rac ufro didia igi, miT ufro nelia qroba, da piriqiT. 
amgvarad, T∆ -s mniSvneloba SeiZleba asrulebdes dayvanis procesis marTvis 
“sixistis” sazomis rols. 
 
3.3. საწყისი აჩქარების (გაქანების) ამოცანა. 
3.3.1. mmarTveli funqciis sinTezi. 
sawyisi aCqarebis (gaqanebis) amocanaSi (saWiro siCqaris misaRwevad 
garkveul momentSi) sasazRvro piroba (86) icvleba Semdegi gamosaxulebiT: 
    fTt γγ  == ; ,                                                (114)        
romelic niSnavs, rom mocemul SemTxvevaSi aucilebelia, rom marTvadi 
obieqtis siCqarem drois mocemul momentSi Tt =  miaRwios dasaxul 
mniSvnelobas fγγ  = . amasTan koordinati SeiZleba iyos nebismieri. 
es isev variaciuli amocanaa moZravi boloebiT. bunebrivi sasazRvro 
piroba (90) rCeba ZalaSi. imis analogiurad, rogoc es keTdeboda dayvanis 
amocanaSi, (6.10) gamosaxulebaSi viRebT )3,2,1,0( =iCi  koeficientebis Semdeg 
mniSvnelobebs: 
    0001
0
23 ;;;0 γγ
γγ
==
−
== CC
T
CC f 

                                                      (115)                
aqedan 
    00
20 )
2
( γγ
γγ
γ ++
−
= tt
T
f 

,                                                                           (116)                     
    0
0 )( γ
γγ
γ 

 +
−
= t
T
f
,                                                                                      (117)                  
    
T
f 0γγγ


−
= .                                                                                                  (118)                  
bolo gamosxuleba warmoadgens sawyisi aCqarebis procesis marTvis 
kanons. es niSnavs, rom, Tu drois [0;T]  monakveTSi marTvis obieqts mieniWeba 
mmarTveli zemoqmedeba (117), maSin Tt =  momentisaTvis misi siCqare 
daakmayofilebs (114) sasazRvro pirobas. 
magram es isev marTvis programuli kanonia, da imisaTvis, rom is 
gardavqnaT TviTkoreqtirebadad (adapturad), unda moviqceT ise, rogorc 
dayvanis amocanis SemTxvevaSi, ese igi vcvliT siCqarisa da koordinatebis 
sawyis mniSvnelobebs mimdinare mniSvnelobebiT, drois T  moments ki – tT −  
sxvaobiT: 
    
tT
f
−
−
=
γγ
γ

 .                                                                                              (119)                       
nax.10-ze moyvanilia sawyisi (gaqanebis procesis marTvis) blok-sqema. 
marTva (119) isev Seicavs imave Taviseburebas, rogorsac dayvanis 
procesis adapturi marTvis kanoni, amitom unda visargebloT misi 
gamoricxvis analogiuri xerxiT. 
 
3.3.2. marTvis procesis dinamikis analizi gaqanebis amocanaSi. 
davuSvaT T-t=∆T, sadac ∆T – drois mudmivi intervalia. fizikuri 
TvalsazrisiT es isev niSnavs, rom gaqanebis procesis miznobrivi wertili 
aseve moZravia, radgan is uswrebs marTvis obieqts ∆T intervaliT. 
 
 
 
 
 
 
Nnaxazi 10. sawyisi aCqarebis procesis marTvis blok-sqema. 
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aRvniSnoT misi cvladi koordinata mγ -iT. mmarTveli aCqarebis funqcia 
∆T intervalze iZens Semdeg saxes: 
T
m
∆
−
=
γγ
γ

 ,                                                                                                     (120)                 
sadac ωγ =  aris marTvis obieqtis siCqare, romelic drois funqciaa. 
amrigad, (96) gamosaxulebis marcxena nawilis gamoyeneba mmarTveli 
aCqarebisaTvis iTvaliswinebs, rom marTvis obieqti moZraobs mudmivi 
CamorCeniT droSi ∆T intervaliT mγ  miznobrivi wertilisagan, da Т drois 
Semdeg misi siCqare gautoldeba mocemul fγγ  = MmniSvnelobas. 
(94)-is analogiurad viRebT moZravi miznobrivi wertilis siCqaris 
marTvis Semdeg programas: 
)(00 TtT
f
m ∆+
−
+=
γγ
γγ

 .                                                                               (121)                              
Tu (121)-s CavsvamT (120)-Si da SevasrulebT rig martiv gardaqmnebs, miviRebT 
Semdeg gamosaxulebas mmarTveli aCqarebisaTvis 
ωγ ω
1
10 ktkk ++= ,                                                                                             (122)                                    
sadac γω =  – marTvis obieqtis siCqarea; 
TT
k f
∆
+
−
= 000
γγγ 
; 
TT
k f
∆
−
= 01
γγ 
; 
T
k
∆
−=
11
ω . 
(122) gamosaxuleba warmoadgens meore rigis wrfiv araerTgvarovan 
diferencialur gantolebas mudmivi koeficientebiT 
tkkk 10 +=+ γγ ω  ,                                                                                            (123)                             
sadac 1ωω kk −= . 
Tavdapirvelad ganvsazRvroT (123)-is kerZo amonaxsniT, anu damyarebuli 
mdgeneli, romelic unda moiZebnos imave struqturis polinomis saxiT, 
rogoricaa marjvena mxare 
taa 10 +=γ .                                                                                                    (124)                         
Tu (124)-s CavsvamT (123)-Si da gautolebT erTmaneTs marjvena mxareebs t-s 
erTi da igive xarisxebisas, ia  (i=0,1) koeficientebisaTvis miviRebT Semdeg 
gantolebas: 
0012 kaka =+ ω ; 
11 kak =ω .                                                                                                         (125)                           
(125) advilad amoixsneba: 
ωk
ka 11 = ; 
2
10
0
ωω k
k
k
ka −= .                                                                                                (126)                                 
(122)-dan koeficientebis mniSvnelobebis CasmiT ukanasknel 
gamosaxulebaSi miviRebT: 
T
a f 01
γγ  −
= ; 
00 γ=a .                                                                                                          (127)                                    
aqedan araerTgvarovani (6.49) gantolebis kerZo amonaxsns eqneba Semdegi 
saxe 
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2
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= tt
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f 
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,                                                                            (128)                                
xolo misi warmoebuli 
0
0 )( γ
γγ
γ 

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−
= t
T
f
,                                                                                       (129)                                      
romelic emTxveva (117)-s da amitom namdvilad akmayofilebs (85) da (114) 
sasazRvro pirobebs. 
axla vsazRvravT erTgvarovani gantolebis amoxsnas 
0=+ γγ ω  k ,                                                                                                     (130)                               
anu gaqanebis procesis gardamaval funqcias. maxasiaTebel gantolebas 
(130) aqvs Semdegi saxe: 
02 =+ λλ ωk ,                                                                                                (131)                                    
romelsac, rogorc advilad Cans, aqvs ori fesvi 
01 =λ  da T
k
∆
−=−=
1
1 ωλ .                                                                         (132)                                    
(132)-is gamoyenebiT, (131) erTgvarovani gantolebis zogadi amonaxsni 
SeiZleba Caiweros Semdegi saxiT 
t
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−
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1
21)(γ ,                                                                                         (133)                                           
rasac mivyavarT (123) araerTgvarovani gantolebis zogad amonaxsnamde 
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(134)-is warmoebuli tolia 
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sawyisi mniSvnelobebi, romlebic ganisazRvrebian  
t=0; 10γγ = ; 10γγ  = ,                                                                                              (136)                              
sawyisi pirobebiT, saSualebas iZleva ganvsazRvroT mudvivebi 
1001 γγ −=C  da )()( 0100102 γγγγ −+−= C ,                                                 (137)                          
da amiT – (123) diferencialuri gantolebis amonaxsni da misi warmoebuli 
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aq aucilebelia gavakeToT SeniSvna, romelic exeba sawyis pirobebs (111), 
radgan isini gansxvavdebian (85) sasazRvro pirobebisgan (pirveli maTganisgan). 
saqme imaSia, rom dayvanis procesi SeiZleba daiwyos marTvis obieqtis 
koordinatisa da siCqaris nebismieri sawyisi mniSvnelobis dros, romlebic 
ar aris aucilebeli iyos toli marTvis obieqtis koordinatis da siCqaris 
(85)-Si winaswar mocemul saangariSo mniSvnelobebis. Tu (85) da (100) 
mniSvnelobebi toli ar aris, maSin iwyeba gardamavali procesi, romelic 
ganisazRvreba eqsponencialuri mdgenliT (113)-Si. winaaRmdeg SemTxvevaSi 
gardamavali mdgeneli ar arsebobs da dayvanis procesi mihyveba mxolod 
iZulebiT mdgenels – meore Sesakrebs (113)-Si. aRvniSnoT aseve, rom 
gardamaval mdgenels aqvs qrobadi xasiaTi da T∆  asrulebs drois mudmivas 
rols: rac ufro metia igi, miT ufro nelia qroba, da piriqiT. amgvarad, T∆  
SeiZleba gamodges dayvanis procesis marTvis “sixistis” sazomad. 
 
 3.4. მიახლოების ამოცანა. 
3.4.1. mmarTveli funqciis sinTezi [57,58]. 
miaxloebis amocanaSi gamoiyeneba oTxive sasazRvro piroba (80) da (81), 
romlebic saSualebas iZleva swrafad gamovTvaloT mmarTvel funqciaSi (79) 
)3,2,1,0( =iCi  koeficientebi 
    00 γ=C ; 
    01 γ=C ; 
    )2(2)(6 0022 γγγγ  +−−= ff TT
C ; 
    )(6)(12 02033 γγγγ  +−−= ff TT
C .                                                                            (139)                          
imis gamo, rom (79)-dan aCqarebisTvis gvaqvs 
    tCCt 32)( +=γ ,                                                                                                    (140)                         
viRebT marTvis sinTezirebul funqcias 
    t
TTTT
t ffff ))(
6)(12())2(2)(6()( 0203002 γγγγγγγγγ  +−−++−−=                  (141)    
da programebs siCqarisa da koordinatebisTvis 
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(143)     
nax.11-ze moyvanilia miaxloebis amocanis blok-sqema. 
 
 
 
 
 
N      naxazi 11. miaxloebis amocanis blok-sqema. 
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imisaTvis, rom miviRoT marTvis adapturi algoriTmi, unda moviqceT 
Semdegnairad: vinaidan obieqti yvela momentSi imyofeba drois sawyis 
wertilSi, vTvliT, rom ot =  da vcvliT siCqaris da koordinatis sawyis 
mniSvnelobebs mimdinare mniSvnelobebiT da drois T  moments – sxvaobiT 
tT − : 
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 .                                                    (144)                       
gantoleba (144) isev Seicavs imave Taviseburebas, rogorc miaxloebis 
procesis adapturi marTvis kanoni, amitom unda gamoviyenoT am Taviseburebis 
gamoricxvis analogiuri xerxi. 
 
3.4.2.  marTvis procesis dinamikis analizi miaxloebis amocanaSi. 
SevcvaloT (144)-Si T-t  T∆  intervaliT, sadac T∆  aris drois mudmivi 
intervali, ese igi vakeTebT isev daSvebas imis Sesaxeb, rom miaxloebis 
procesis miznobrivi wertili moZravia. mis cvlad koordinatas isev 
aRvniSnavT mγ -T, romelic, cxadia, toli iqneba 
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advilad Cans, rom moZravi miznobrivi wertilis siCqare aRmoCndeba 
toli 
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(146)      
CavsvaT (144)-Si (145), (146) da T-t=∆T da rigi gardaqmnebis Semdeg 
vRebulobT meore rigis diferencialur gantolebas 
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210 tKtKtKKKK sv +++=++ γγγ  ,                                               (147)         
sadac 2
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С2  da С3 ganisazRvrebian (139)-dan. 
(174) zogadi amonaxsnis iZulebiT mdgenels aqvs Semdegi saxe: 
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gardamavali mdgeneli SeiZleba warmovadginoT Semdegi saxiT 
+





∆
+
∆
∆
−
∆
∆+










∆
+
∆
= ∆
−
t
T
t
T
KTt
T
Tt
TT
e T
t
tr
2sin22cos
6
2sin
2
22sin22cos 0
2
1010
2
γγγ 
 
=







∆
−


∆
∆+
+





∆
−
∆
∆−



∆



+
∆
∆
+
t
T
tt
T
KT
T
t
T
KTt
T
t
T
KT
2sin
2
2cos22
54
2
2sin
5
22cos
54
52sin
4
22cos
9
3
5
2
4
1
3
 






∆
+
∆
= ∆
−
t
T
Bt
T
Ae T
t 2sin2cos
2
,                                                                    (149)               
sadac 
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xazs vusvamT, rom moyvanil gamosaxulebebSi sawyisi mniSvnelobebi 10γ  
da 10γ  ar aris toli im sawyisi mniSvnelobebisa, romlebic mocemulia (80)-Si, 
ris gamoc warmoiqmneba gardamavali procesi (149), romelic TandaTan qreba 
(amasTan, drois mudmiva tolia 
2
T∆
), ese igi obieqti gadis (148) iZulebiT 
traeqtoriaze, rasac mivyavarT miaxloebis amocanis srul amoxsnamde. 
 3.4.3. miaxloebis amocana damatebiTi pirobiT saboloo aCqarebaze [57]. 
3.4.3.1. mmarTveli funqciis sinTezi. 
xSirad terminaluri marTvis praqtikuli amocanebis gadasaWrelad ar 
aris sakmarisi miaxloebis amocanis oTxi sasazRvro piroba (80) da (81). 
magaliTad, damuxruWebis dros ar aris sakmarisi moviTxovoT saboloo 
siCqaris nulTan toloba; sruli gaCerebisTvis saWiroa, rom aseve nulis 
toli iyos saboloo aCqarebac. amrigad, Cndeba damatebiTi sasazRvro piroba 
(mexuTe), dakavSirebuli aCqarebasTan 
t=0; 0γγ = ;  0γγ  = , 
t=T; fγγ = ;  fγγ  = ; fγγ  = .                                                                 (150)       
 
cxadia, rom mmarTveli funqcia am SemTxvevaSi unda warmoadgendes 
meoTxe rigis polinoms xuTi koeficientiT, romelTagan mxolod sami 
saWiroebs gansazRvras, vinaidan cxadia, rom pirveli ori unda 
akmayofilebdnes or sawyis pirobas (150) 
    45
3
4
2
3200)( tCtCtCtCtt +++++= γγγ  .                                          (151)                  
pirveli da meore warmoebulebis gamoTvliT da maTi CasmiT bolo sam 
gantolebaSi (150), miviRebT Сi (i=2,3,4) koeficientebis mniSvnelobebs 
( ) ( ) fff TTC γγγγγ  ++−−= 0022
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; ( ) ( ) fff TTTC γγγγγ 
61848
02033 −++−=  
( ) ( ) fff TTTC γγγγγ  202044
61236
++−−= .                                               (152)       
(151) da (152)-dan gamomdinareobs, rom mmarTveli aCqarebis funqcias aqvs 
Semdegi saxe 
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3.4.3.2.  marTvis procesis dinamikis analizi miaxloebis amocanaSi 
damatebiTi pirobiT saboloo aCqarebaze. 
imisaTvis, rom gadavideT ukukavSirian marTvaze, unda moviqceT iseve, 
rogorc wina SemTxvevebSi, ese igi (153)-Si vTvliT, rom t=0, ∆T=T-t, da fazur 
koordinatTa sawyis mniSvnelobebs vcvliT mimdinare mniSvnelobebiT, ris 
Sedegadac viRebT 
( ) ( )γγγγγ  +
−
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t
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12)( 2 .     (153`)            
(153`) – es isev marTvis kanonia TaviseburebiT, romlis moSorebisTvis 
viqceviT ise, rogorc wina SemTxvevaSi. vTvliT, rom T-t=∆T=const, xolo 
fazuri traeqtoriebis saboloo mniSvnelobebi – toli arian moZravi 
miznobrivi wertilis cvladi fazuri traeqtoriebis 
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sadac С2, С3 da С4 ganisazRvreba (152)-dan. 
(154) funqciebis CasmiT (153)-Si da ararTulia, magram sakmaod grZeli 
gardaqmnebis SesrulebiT viRebT miaxloebis amocanis diferencialur 
gantolebas, romelic ar Seicavs Taviseburebas 
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sadac 
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ganvsazRvroT (155) gantolebis gardamavali da damyarebuli mdgenlebi. 
movZebnoT araerTgvarovani gantolebis kerZo amoxsna Semdegi saxiT: 
i
i
i ta∑
=
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4
0
γ ,                                                                                               (156)                            
sadac аi – koeficientebia, romlebic saWiroeben gansazRvras. 
Tu CavsvamT γ -is pirvel da meore warmoebulebs (155)-Si da orive mxaris 
koeficientebs – t-s erTnairi xarisxebiT – gavutolebT erTmaneTs, miviRebT 
gantolebaTa sistemas saZebni koeficientebis аi (i=0,…,4) mimarT 
 
0122 aKaKaKo γω ++= ; 
γω KaKaaK 1231 26 ++= ; 
γω KaKaaK 2342 312 ++= ; 
γω KaKaK 343 4 += ; 
ωKaK 44 = ,                                                                                                (157)                         
saidanac advilad ganisazRvreba  
;44
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= ;  
γK
aaKKa w 4322
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γK
aaKKa w 3211
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= ;    
γK
aaKa w 210
2−
= .                                                   (158)             
(158) gamosaxulebebi gansazRvraven miaxloebis procesis damyarebul 
mdgenels aCqarebis mocemuli saboloo (nulovani) mniSvnelobiT. 
advilad CavwerT gardamaval mdgenelsac ((6.83) araerTgvarovan 
gantolebis zogad amonaxsns). 
)cos()( 212 tSinstset
twK
tr ββγ +=
− ,                                                                 (159)                 
sadac 
2
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−= ωγβ
kk , 
s1, s2 – arian konstantebi, romlebic unda ganisazRvron. 
(155)-is sruli amonaxsni axla warmoadgens gardamavali da damyarebuli 
amoxsnebis jams: 
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s1 da s2 mudmivebis gansazRvrisaTvis viyenebT (111) sawyis pirobebs da (160) 
warmoebuls, rac gvaZlevs Semdeg gamosaxulebebs saZebni mudmivebisaTvis: 
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da bolos (155)-is sruli amonaxsnis saboloo gamosaxulebas 
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(159) gardamavali procesi TandaTan qreba (drois mudmiva udris 
2
ωK ), ese igi 
obieqti gadis (6.84) iZulebiT traeqtoriaze. 
marTvis obieqtis siCqare iqneba 
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Tu CavsvamT t=T mniSvnelobas (155) gantolebis damyarebul amonaxsnSi, 
advilad davrwmundebiT, rom isini namdvilad akmayofileben (81) saszRro 
pirobebs saboloo aCqarebis nulovani mniSvnelob dros, rac wyvets 
saboloo mdgomareobis marTvis dasmul amocanas miaxloebis amocanaSi. 
 
 
 
 
 
  
 
3.5. თექნიკური სისტემების ელემენტების სივრცული ბრუნვების საბოლოო 
მდგომარეობათა მართვa 
ganzogadebuli warmodgenis safuZvelze SemuSavebulma sivrcul 
brunvaTa kinematikis spinorulma modelma da meqanikuri obieqtebis 
moZraobis saboloo mdgomareobebis marTvis Teoriis meTodebma saSualeba 
mogvces Segveqmna sxvadasxva obieqtebis (mfrinavi aparatebi, robot-
manipulatorebis, kompiuteruli grafika da animacia, avtomatizirebuli 
daproeqtebis sistemebi da sxva)  sivrcul brunvaTa saboloo mdgomareobebis 
marTvis martivi meTodebi.  Mmocemul nawilSi Teoriuli Sedegebis 
gamoyeneba  ganxiluli iqneba robot-manipulatorebis marTvis praqtikul 
magaliTze. 
aq saWiroa gameordes is, rac adre ukve iyo aRniSnuli: spinorulma 
midgomam saSualeba mogvca dagveyvana arsebiTad samganzomilebiani amocana 
(sivrculi moZraobis marTvisa) erTganzomilebianze, radganac gansazRvruli 
iyo mbrunavi veqtoris koordinatebi (64) rogorc brunvis sibrtyeSi mdebare 
brunvis erTi kuTxis funqciebi. cxadia, rom traeqtoriebi, romlebic 
Seesabamebian moZraobebs, Sedgebian sami bunebrivi ubnisagan: aCqarebis, 
Tanabari brunvis2 da damuxruWebis, romelTa marTvisTvis gamoyenebuli 
iqneba winaT miRebuli Sedegebi. 
ganvixiloT Semdegi amocana: saWiroa gadaviyvanoT meqanikuri marTvis 
obieqti (magaliTad, sataci an sferuli rgoli), koordinatebiT ),,( 321 xxxx  
samganzomilebiani sivrcis wertilSi koordinatebiT ),,( 321 yyyy  brunvis 
saSualebiT. rogorc naCvenebi iyo meore TavSi, Sualeduri mbrunavi veqtori 
);;( 321 ξξξξ  am dros ganicdis brunvas kuTxiT, romelic ganisazRvreba 
brunvis saboloo da sawyisi wertilebiT - )),(cos()
*
),(cos( 2x
yxar
yx
yxarf ==γ . 
iqve miRebuli iyo kinematikuri gamosaxulebebi mbrunavi veqtorisTvis 
))(cos))((cos()(
2
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γγγξ .                                  (164)   
aq aRsaniSnavia, rom (64)-sgan gansxvavebiT, (164) gamosaxulebebSi 
gamoyenebulia brunvis kuTxis funqcia )(tγ , romelic akmayofilebs Semdeg 
pirobas )),(cos()(0 2x
yxart f =≤≤ γγ . 
cxadia, rom es funqcia, arsebiTad, gansazRvravs marTvis obieqtis 
moZraobis dinamikas da amitom warmoadgens ZiriTad saZiebel obieqts 
terminaluri marTvis TeoriaSi. naSromis wina nawili mTlianad eZRvneboda 
amgvari amocanebis gadawyvetas zogad SemTxvevaSi. axla SesaZlebelia 
miRebuli zogadi Sedegebis gamoyeneba konkretuli amocanebisaTvis sferuli 
da mbrunav wyvilTa mravalrgoliani meqanizmebis sivrculi brunvebis 
terminaluri marTvisa dargSi. 
 
3.5.1. marTva moZraobis sawyis ubanze 
dinamikis TvalsazrisiT brunvis sawyisi procesi niSnavs, rom nulovani 
siCqaris mqone marTvis obieqti unda avaCqaroT saWiro siCqaremde fγ . am 
gansazRvrebidan gamomdinare SeiZleba vifiqroT, rom am SemTxvevaSi unda 
gamoviyenoT aCqarebis marTvis amocanis amoxsnis Sedegebi, magram saqme imaSia, 
rom, Tu gvsurs davasruloT moZraobis sawyisi etapi ];0[ 1 fγα  segmentis 
marjvena boloSi, maSin, cxadia, unda gamoviyvanoT miaxloebis amocanis 
meTodebi, romelic iTvaliswinebs yvela sasazRvro pirobas. 
brunvis sawyisi pirobebia: 
 
t=0; 0)0( γγ = ; ( ) 00 =γ  
t=T; fT γαγ 1)( = ; fT γγ  =)( ,                        (165)   
sadac T aris brunvis sawyisi etapis xangrZlivobis mocemuli dro. 
Tu CavsvamT (148) da (149) jams (daaxloebis marTvis procesis gardamaval 
da damyarebul funqciaTa jams), miviRebT mbrunavi veqtoris koordinatebs, 
romlebic warmoadgenen brunvis sawyisi etapis dinamikas 
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sadac yvela parametri gansazRvrulia (148) da (149)-Si. 
Zneli ar aris ganvsazRvroT Sualedi veqtoris brunvis siCqaris 
koordinatTa funqciebi 
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garda amisa, imis gaTvaliswinebiT, rom 
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viRebT gamosaxulebas brunvis kuTxis funqciis warmoebulisTvis 
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da sabolood, gamosaxulebas veqtoris )(tξ  siCqaris funqciisTvis 
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brunvis procesi sawyis etapze modelirebuli iyo MatCAD-is saSualebiT. 
sawyis da saboloo veqtorebad aRebulia x(10,-45,30) da y(1,20,51.225). cxadia, 
kuTxe maT Soris tolia 02 65.77)
),(cos( ==
x
yxarfγ . brunvis mTeli kuTxe 
065.77=fγ  gayofili iyo sam Tanabar kuTxed 3/fγ =25.88
0; 3/2 fγ =51.77
0  da fγ
=77.650, ese igi am SemTxvevaSi 
3
1
1 =α  da 3
2
2 =α . SemdegSi gamoviyenebT 
kuTxeTa mniSvnelobebs, gamosaxuls radianebSi 3/fγ =0.452, 3/2 fγ =0.904 da fγ
=1.355. vuSvebT, rom kuTxuri siCqare ω=1  da brunvis dro aseve T=1wm. 
CavTvaloT aseve isic, rom samive etapis xangrZlivoba erTnairia, ese igi, rom 
333.0
31
==
TT wm. 
vinaidan axla vixilavT brunvis sawyis etaps, sasazRvro pirobebs 
eqnebaT Semdegi saxe: 
t=0; 00 =γ ;  00 =γ , 
t=T1; 452.0=fγ ;  1== ff ωγ .                           (169)   
Tu gamoviyenebT 3.4.2 paragrafis Sedegebs ((147) gantolebis gardamavali 
da iZulebiTi amonaxsnebi) da aseve (166) da (167) gamosaxulebebs, miviRebT 
marTvis dinamikur maxasiaTeblebs brunvis sawyis etapze, romlebic 
moyvanilia nax. 12 da 13. 
moyvanil mrudTa ganxilviT Cans, rom marTva sworad asrulebs dasaxul 
sasazRvro pirobebs. amaSi aseve advilia davrwmundeT, Tu gamovTvliT 
brunvis kuTxis mniSvnelobas drois saboloo momentSi T1   Semdegi 
gamosaxulebis mixedviT 
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== ,                           (170)   
saidanac miviRebT 452.0)( 1 == fT γγ . es ukanaskneli aseve mniSvnelovania 
imitomac, rom gviCvenebs Semdegi ori meTodis SeuRlebis siswores: 
terminaluri marTvis meTodisa da sivrculi brunvebis warmodgenis meTodis 
((7.2) gamosaxulebebi, romlebic Seicaven brunvis kuTxis dinamikur 
funqciebs). SevniSnoT, rom rogorc advili Sesamowmebelia pirdapiri 
gamoTvlebiT, 55)()0( 1 === Tx ξξ , rac niSnavs, rom meTodi namdvilad 
realizebas ukeTebs brunvas. 
da bolos, movaxdenT mrudTa xasiaTis komentirebas. nax.12,b gviCvenebs 
gardamavali procesis arsebobas, magram is ori rigiT ufro sustia, vidre 
iZulebiTi mdgeneli (nax.12,a) da sakmaod swrafad qreba. aseve swrafia 
kuTxuri siCqaris gardamavali mdgenlis qrobadoba (nax.13,b), magram misi rigi 
axloa iZulebiTi mdgenlis rigTan (nax.13,a). fazuri traeqtoriis (nax.14) 
susti vardnebi aris gardamavali procesis Sedegi. 
 
                  a)  
                       b) 
Nnaxazi 12. moZraobis sawyisi ubani: brunvis sididis 
damokidebuleba droze: 
a) iZulebiTi mdgeneli; b) gardamavali mdgeneli. 
 
 
                      a)  
 
                      b) 
naxazi 13. moZraobis sawyisi ubani: kuTxuri siCqaris damokidebuleba 
droze: 
a) iZulebiTi mdgeneli; b) gardamavali mdgeneli. 
             
                       a) 
                 
                          b) 
          naxazi 14. moZraobis sawyisi ubani: 
           a) fazuri traeqtoria; b) aCqareba. 
 
3.5.2. marTva Tanabari brunvis ubanze. 
am SemTxvevaSi marTva ar icvleba, ese igi viyenebT yvela im gantolebas 
da damokidebulebebs, romlebic gamoyenebuli iyo sawyis ubanze. icvleba 
mxolod sasazRvro pirobebi 
t=0; 452.00 =γ ;  10 =γ , 
t=T1; 904.0=fγ ;  1== ff ωγ .                          (171)   
naxazebzeE15-17 naCvenebia marTvis procesis dinamikuri maxasiaTeblebi 
Tanabari brunvis ubanze. 
isev kargad Cans, rom marTva sworad asrulebs sasazRvro pirobebs: 
marTvis obieqts marTvis periodis bolos T=0.33wm namdvilad aqvs dasaxuli 
kuTxuri koordinata 904.0=fγ  da siCqare 1=fγ . adgili aqvs gardamaval 
process, magram gardamavali mdgeneli kuTxuri koordinatis funqciisTvis 
umniSvneloa (nax.15,b), maSin roca misi siCqaris funqcia (nax.15,b) axlosaa 
iZulebiTTan (nax.16,a). (7.6) gamosxulebidan gamomdinareobs, rom ubnis bolos 
904.0)( 1 == fT γγ , da 55)()0( 1 === Tx ξξ . 
                
                     a) 
    
                        b) 
naxazi 15. Tanabari brunvis ubani: brunvis kuTxis damokidebulebebi 
droze: 
     a) iZulebiTi mdgeneli; b) gardamavali mdgeneli. 
 
 
         a) 
                       
                              b) 
naxazi 16. Tanabari brunvis ubani: kuTxuri siCqaris damokidebulebebi 
droze: 
a) iZulebiTi mdgeneli; b) gardamavali mdgeneli. 
               
                a) 
        
                             b) 
          naxazi 17. Tanabari brunvis ubani: 
           a) fazuri traeqtoria; b) aCqareba. 
 
3.5.3. damuxruWeba. 
damuxruWebis procesi, romelic mTavrdeba sruli SeCerebiT, moiTxovs 
gamoyenebuli iyos amocana xuTi pirobiT, ase, cxadia, rom brunvis 
dasasruls aCqareba unda iyos nulis toli. amis gaTvaliswinebiT, sasazRvro 
pirobebi (150) iZens Semdeg saxes: 
t=0; 904.0=γ ;  1=γ , 
t=T; 355.1=γ ;  0=γ ; 0=γ .                            (172)   
(162)-is CasmiT (58)-Si vRebulobT mbrunavi veqtoris koordinatebis 
rogorc drois funqciebs gamosaxulebebs 
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sadac Kω, ai (i=0,1,2,3,4) da β ganisazRvreba (157), (158) da (159)-dan Sesabamisad. 
Zneli ar aris gamovTvaloT warmoebulebic (173)-sTvis, magram Cven isini ar 
mogvyavs maTi arakompaqturobis gamo. 
es sidideebi, rogorc naCvenebi zemod, tolia sawyisi gadaxrebisa 
marTvis sinTezirebuli traeqtoriebisagan da gansazRvraven gardamavali 
procesis arsebobas. im SemTxvevaSi, Tu isini toli arian t=0 (7.8) sasazRvro 
pirobebisaTvis, gardamavali procesi ar arsebobs. 
Nnaxazebze 18-20-ze moyvanilia dinamikuri maxasiaTeblebi, roca 
0010 == γγ  da 0010 == γγ  . am SemTxvevaSi Cndeba gardamavali procesi, rac 
Cans nax.18,b da nax.19,b-dan. wina ubnebisgan gansxvavebiT, am SemTxvevaSi 
gardamavali procesebis intensivoba savsebiT Sedarebadia damyarebulebTan, 
Tumca isini swrafad qreba. cxadia, rom swored gardamavali procesebis 
intensivobiT aixsneba mniSvnelovani gansxvaveba kuTxur gadadgilebebsa 
(nax.18,a da nax.18,b) da maT siCqareebs Soris (nax.19,a da nax.19,b) damyarebul da 
srul funqciebSi. amis miuxedavad, marTva isev sworad asaxavs sasazRvro 
pirobebs, rac aseve gamomdinareobs (170)-danac, sadac unda Caisvas (173) 
funqciebis mniSvnelobebi t=T1-sTvis, rac gvaZlevs am ubnisTvis: 
355.1)( 1 == fT γγ  da 55)()0( 1 === Tx ξξ . 
                        
                             a) 
                           
                                  b) 
naxazi 18. damuxruWebis ubani (gardamavali procesis arseboba): 
brunvis kuTxis mniSvnelobis damokidebulebebi droze: 
iZulebiTi mdgeneli; b) gardamavali mdgeneli. 
                          
                                a) 
                          
                                  b) 
naxazi 19. damuxruWebis ubani (gardamavali procesis arseboba):kuTxuri 
siCqaris damokidebulebebi droze: 
a) iZulebiTi mdgeneli; b) gardamavali mdgeneli. 
                        
                           a) 
                    
                               b) 
naxazi 20. damuxruWebis ubani (gardamavali procesis arseboba): 
a)fazuri traeqtoria; b) aCqareba. 
  
შედეგები 
1. sivrciTi moZraobebis marTvis arsebiTad samganzomilebiani amocana iqna 
dayvanili erTganzomilebianze 
2. brunvebis aRsawerad pirvelad gamoyenebulia maTi spinoruli warmodgena. 
miRebulia martivi gamosaxulebebi mmarTveli orTogonaluri matricis 
elementebis gamosaTvlelad brunvis centris, sawyisisa da saboloo 
wertilebis koordinatebis mixedviT;   
 3.miRebulia mmarTveli eileris kuTxeebis gamosaTvleli martivi sainJinro 
formulebi; 
4.SemuSavebulia terminaluri marTvis zogadi variaciuli principis 
dasabuTeba 
5.SemuSavebulia sivrciTi brunvebis moZraobis marTvis terminaluri 
amocanebis gadawyvetis zogadi variaciuli meTodi;  
6.SemuSavebulia martivi adaptiuri algoriTmebi terminaluri marTvis  
sxvadasxva kerZo amocanebis (gaqanebis, dayvanis da daaxloebis) 
gadasawyvetad 
7. SemuSavebulia adaptiuri algoriTmebis programuli uzrunvelyofa Matcad 
sistemis gamoyenebiT 
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დამატება. ადაპტიური ალგორითმების პროგრამული 
უზრუნველყოფა 
 
1.კინემატიკის ამოცანის პროგრამული უზრუნველყოფა. 
 
 
 
 
 
 
       
    
  
  tr s is C matrix acted in C2 
     
aij - elements of A matrix acted in R3  
 
  
  
   
i 1−:=
nulovani brunvis centri 
x1 1,  100−:= x1 2,  30:= x1 3,  10:= y1 2,  2:= y1 1,  12−:= y1 3,  x
T( )2 y1 1,  ( )2− y1 2,  ( )2−:= y1 3,  y1 3,  :=
ga x1 1,  x1 2,  i+:= de y1 1,  y1 2,  i+:= al 50 14i+:= be
al ga

⋅ al

de

⋅−( )
y1 3,  x1 3,  +
:=
in
x1 3,  
ga
ga
( )
x1 3,  −








:= in1
y1 3,  
de
de

y1 3,  −








:=
nor al al

⋅ be be

⋅+:= tr
al
nor
be

−
nor
be
nor
al

nor








:=
tr3 tr( ):= al1 Re tr31 1,  ( ):= al2 Im tr31 1,  ( ):= be1 Re tr31 2,  ( ):= be2 Im tr31 2,  ( ):=
a1 1,  al1 al1⋅ al2 al2⋅−( ) be1 be1⋅ be2 be2⋅−( )−:=
a1 2,  2 al1 al2⋅ be1 be2⋅+( ):= a1 3,  2− al1 be1⋅ al2 be2⋅−( ):=
a2 1,  2− al1 al2⋅ be1 be2⋅−( ):= a2 2,  al1 al1⋅ al2 al2⋅−( ) be1 be1⋅ be2 be2⋅−( )+:=
a2 3,  2 al1 be2⋅ al2 be1⋅+( ):= a3 1,  2 al1 be1⋅ al2 be2⋅+( ):= a3 2,  2− al1 be2⋅ al2 be1⋅−( ):=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
aranulovani brunvis centri 
   zij - coordinates of the center of rotation 
 zm - spinor matrix for  nonzero center of rotation 
  xs and ys - new points after shifting of center of rotation  
  
  ins and ins1 Spinor matrixes of x and y 
  
trs s is C matrix acted in C2 for non zero centers 
 
z1 3,  100:= z1 1,  Im be( )
z1 3,  
Im al( )
⋅:= z1 2,  Re be( )
z1 3,  
Im al( )
⋅:=
zm
z1 3,  
z1 1,  z1 2,  i+
z1 1,  z1 2,  i−
z1 3,  −






:=
xs x z−:= ys y z−:=
gas xs1 1,  xs1 2,  i+:= des ys1 1,  ys1 2,  i+:=
ins
xs1 3,  
gas
gas
( )
xs1 3,  −








:= ins1
ys1 3,  
des
des

ys1 3,  −








:=
bes
al gas

⋅ al

des

⋅−( )
ys1 3,  xs1 3,  +
:= nors al al⋅ bes bes⋅+:=
trs
al
nors
bes−

nors
bes
nors
al

nors








:=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sedegebi 
  
 
 
 
   
  
  
   
  
 
 
tr
0.74 0.207i+
0.512 0.385i−
0.512− 0.385i−
0.74 0.207i−






= trs
0.786 0.119i−
0.319 0.58i−
0.646− 0.145i−
0.61 0.51i−






=
trs ins⋅ trs
( )T⋅ 4.467
185.917 266.801i+
185.917 266.801i−
4.467−






=
a
0.39
0.087
0.917−
0.7
0.618
0.357
0.598
0.781−
0.18








=
ins1
4.173
173.683 249.244i+
173.683 249.244i−
4.173−






=
tr in⋅ tr
( )T⋅ 104.173
12− 2i+
12− 2i−
104.173−






= x 100− 30 10( )= y 12− 2 104.173( )=
ys 173.683 249.244 4.173( )= z 185.683− 247.244− 100( )=
a xT⋅
12−
2
104.173








= aT yT⋅
100−
30
10








=
z 185.683− 247.244− 100( )= xs 85.683 277.244 90−( )= ys 173.683 249.244 4.173( )=
a xsT⋅
173.683
249.244
4.173








= aT ysT⋅
85.683
277.244
90−








=
eigenvec a 1, ( )
0.571−
0.761−
0.308








=
a zT⋅
185.683−
247.244−
100








=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
   
   
  
  
 
 
 
  
 
zn1 1,  
z1 1,  
zT
:= zn1 2,  
z1 2,  
zT
:= zn1 3,  
z1 3,  
zT
:=
znT
0.571−
0.761−
0.308








=
tt acos a( )3 3,   −:= ps asin
a1 3,  
sin tt( )






:= ps 37.451− deg⋅=
tt 79.637− deg⋅= fi asin
a3 1,  
sin tt( )






:= fi 68.735 deg⋅=
M
0.39
0.7
0.598
0.087
0.618
0.781−
0.917−
0.357
0.18








= MT
0.39
0.087
0.917−
0.7
0.618
0.357
0.598
0.781−
0.18








=
x 100− 30 10( )= y 12− 2 104.173( )=
M yT⋅
100−
30
10








=
MT xT⋅
12−
2
104.173








=
a
0.39
0.087
0.917−
0.7
0.618
0.357
0.598
0.781−
0.18








=
eigenvals M( )
0.094 0.996i+
0.094 0.996i−
1








= eigenvals a( )
0.094 0.996i+
0.094 0.996i−
1








=
M
cos fi( ) cos ps( )⋅ cos tt( ) sin fi( )⋅ sin ps( )⋅−
sin fi( ) cos ps( )⋅ cos tt( ) cos fi( )⋅ sin ps( )⋅+
sin ps( ) sin tt( )⋅
cos fi( )− sin ps( )⋅ cos tt( ) sin fi( )⋅ cos ps( )⋅−
sin fi( )− sin ps( )⋅ cos tt( ) cos fi( )⋅ cos ps( )⋅+
cos ps( ) sin tt( )⋅
sin fi( ) sin tt( )⋅
cos fi( )− sin tt( )⋅
cos tt( )








:=
  
 
 
2. gantolebis amoxsnis programa 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
    
    
    
  
   
   
   
    
   
i 1−:=
x1 1,  3:= x1 2,  1−:= x1 3,  1−:= y1 2,  4:= y1 3,  0:= y1 1,  3−:= l1 26:=
t1 1,  2:= t1 2,  8:= t1 3,  2:= l2 27:=
A x1 1,  y1 1,  −:= B x1 2,  y1 2,  −:= C x1 3,  y1 3,  −:= D
x( )T 
2
y( )T 
2
−




2
:=
M2 A A⋅ B B⋅+ C C⋅+:= M2
1
M2
:= M M2:= M sign D( )− M⋅:=
TET1 2,  
A y1 1,  ⋅ B y1 2,  ⋅+ C y1 3,  ⋅+( ) D+ −
A A⋅ B B⋅+ C C⋅+
:=TET1 1,  
A t1 1,  ⋅ B t1 2,  ⋅+ C t1 3,  ⋅+( ) D+ −
A A⋅ B B⋅+ C C⋅+
:=
Zt1 1,  t1 1,  A TET1 1,  ⋅+:= Zt1 2,  t1 2,  B TET1 1,  ⋅+:= Zt1 3,  t1 3,  C TET1 1,  ⋅+:=
Zy1 1,  y1 1,  A TET1 2,  ⋅+:= Zy1 2,  y1 2,  B TET1 2,  ⋅+:= Zy1 3,  y1 3,  C TET1 2,  ⋅+:=
A1 Zt1 1,  Zy1 1,  −:= B1 Zt1 2,  Zy1 2,  −:= C1 Zt1 3,  Zy1 3,  −:=
Y
A1
B1
C1








:= Z
t1 1,  Zt1 1,  −( )
t1 2,  Zt1 2,  −( )
t1 3,  Zt1 3,  −( )








:= X Y Z×:= YN
Y
Y
:=
ZN
Z
Z
:= XN
X
X
:= MT1
XN1 1,  
YN1 1,  
ZN1 1,  
XN2 1,  
YN2 1,  
ZN2 1,  
XN3 1,  
YN3 1,  
ZN3 1,  








:=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    
   
    
   
  
   
 
 
 
magt t1 1,  Zt1 1,  −( )2 t1 2,  Zt1 2,  −( )2+ t1 3,  Zt1 3,  −( )2+:=
magy y1 1,  Zy1 1,  −( )2 y1 2,  Zy1 2,  −( )2+ y1 3,  Zy1 3,  −( )2+:=
mgt M A⋅ t1 1,  ⋅ M B⋅ t1 2,  ⋅+ M C⋅ t1 3,  ⋅+ M D⋅+( ):=
mgy M A⋅ y1 1,  ⋅ M B⋅ y1 2,  ⋅+ M C⋅ y1 3,  ⋅+ M D⋅+:=
SR1 l1 l1⋅ mgt mgt⋅−:= SR2 l2 l2⋅ mgy mgy⋅−:=
SR A1 A1⋅ B1 B1⋅+ C1 C1⋅+:= R12 SR1:= R22 SR2:= R SR:=
a
0
R
0








:= Y1 MT1T a⋅ ZtT+:= S
Y1
Y1
Y−
Y
⋅



:=
CY
sign S( ) SR1 SR+ SR2−( )⋅
2 R⋅
:= CX SR1 CY CY⋅−:= CY 0.117−= CX 25.572=
SP
CX
CY
0








:= Sol MT1T SP⋅ ZtT+:= Sol
2.568
3.392−
25.365








=
R12 25.572= CX CX⋅ CY CY⋅+ 25.572=
R22 = CX CX⋅ R CY+( ) R CY+( )⋅+ 26.388= R 6.631=
Sol1 1,  A⋅ Sol2 1,  B⋅+ Sol3 1,  C⋅+ D+ 1.421− 10
14−
×=
t1 1,  Sol1 1,  −( )2 t1 2,  Sol2 1,  −( )2+ t1 3,  Sol3 1,  −( )2+ l1 l1⋅− 1.137 10 13−×=
y1 1,  Sol1 1,  −( )2 y1 2,  Sol2 1,  −( )2+ y1 3,  Sol3 1,  −( )2+ l2 l2⋅− 2.274 10 13−×=
  
 
 
 
3. aCqarebis amocanis programuli uzrunvelyofa 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
   
 
    
   
          
     
 
   
   
i 1−:=
x1 10:= x2 45−:= x3 30:= R x:=
y1 1:= y2 20:= y3 x1( )
2 x2( )2+ x3( )2+ y1( )2− y2( )2−:=
y3 51.225=
r x y×:= y 55= R 55= x 55=
rx r x×:= ry r y×:= γt acos x
y
x( )2
⋅




:=
γ10 0:= ω10 0:=
ωf 1:= dωf 0:=
γ0 0:= ω0 0:= T 1:= T
T
3
:= γf
γt
3
:= dt
T
6
:=
S0 γ0:= S1 ω0:= S2
6 γf γ0−( )
T2
:= S2 S2
2 ωf 2ω0+( )
T
−:= S3
12 γ0 γf−( )
T3
:=
S3 S3
6 ωf ω0+( )
T2
+:=
k1 6
γ0
dt2






4
ω0
dt




+ S2+:= k2 6
ω0
dt2






4
S2
dt




+ S3+:= k3 3
S2
dt2






2
S3
dt




+:=
kγ
6
dt2
:= kω
4
dt
:=k4
S3
dt2






:=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
  
 
 
 
  
   
 
 
 
a1 k1
2 dt⋅ k2⋅
3
−:= a1 a1
5 dt2⋅ k3⋅
9
+:= a1 a1
4 dt3⋅ k4⋅
9
−:=
a2 k2
4 dt⋅ k3⋅
3
−:=
a2 a2
5 dt2⋅ k4⋅
3
+:=
a3 k3 2 dt⋅ k4⋅−:= a4 k4:=
A γ10
1
6




dt2⋅ k1⋅−
1
9




dt3 k2⋅+
5
54




dt4⋅ k3⋅−
5
54




dt5 k4⋅+:=
B 2 γ10⋅
2
2






ω10 dt⋅+
2
6






dt2 k1⋅−
2
36






dt3⋅ k2⋅+ 5
2
270
⋅






dt4⋅ k3⋅+ 7
2
108






dt4⋅ k4⋅−:=
t 0 0.001, T..:=
γfrs t( )
1
kγ
a1 a2 t⋅+ a3 t
2
⋅+ a4 t
3
⋅+

:= γtr t( ) e
2− t
dt A cos 2
t
dt
⋅



⋅ B sin 2
t
dt
⋅



⋅+



⋅:=
γ t( ) γfrs t( ) γtr t( )+:=
ωfrs t( )
t
γfrs t( )d
d
:= ωtr t( )
t
γtr t( )d
d
:=
ω t( ) ωfrs t( ) ωtr t( )+:=
a t( )
t
ω t( )d
d
:=
ξ t( )
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx1 1,  cos γ t( )( ) ry1 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx2 1,  cos γ t( )( ) ry2 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx3 1,  cos γ t( )( ) ry3 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
























:=
  
 
 
 
4. gaCerebis amocanis programuli uzrunvelyofa 
 
 
 
 
 
    
    
   
 
   
 
  
       
   
   
   
   
     
i 1−:=
x1 10:= x2 45−:= x3 30:= R x:=
y1 1:= y2 20:= y3 x1( )
2 x2( )2+ x3( )2+ y1( )2− y2( )2−:= y3 51.225=
y 55= R 55= x 55=
r x y×:=
rx r x×:= ry r y×:= γt acos x
y
x( )2
⋅




:=
T 1:=
γ10 0:= ω10 0:=
ωf 0:= dωf 0:=
γ0 0.904:= ω0 1:= T
1
3
:= γf γt:= dt
T
6
:=
S0 12
γf γ0−( )
T2
⋅:= S0 S0 6
ωf ω0+( )
T
−:= S0 S0 dωf+:=
S1 48
γ0 γf−( )
T3
⋅:= S1 S1 18
ωf ω0+( )
T2
+:= S1 S1 6
dωf
T
⋅−:=
S2 36
γf γ0−( )
T4
⋅:= S2 S2 12
ωf ω0+( )
T3
−:= S2 S2 6
dωf
T2
⋅+:=
k1 12
γ0
dt2






6
ω0
dt




+ S0+:= k2 12
ω0
dt2






6
S0
dt




+ S1+:= k3 6
S0
dt2






3
S1
dt




+ S2+:=
k4 2
S1
dt2






2
S2
dt




+:= k5
S2
dt2






:= kγ
12
dt2
:= kω
6
dt
:= kω 108=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
  
 
 
 
  
 
 
 
   
 
   
 
a4
k5
kγ
:= a3
k4 4 kω⋅ a4⋅−( )
kγ
:= a2
k3 3 kω⋅ a3⋅− 12 a4⋅−( )
kγ
:=
a1
k2 2 kω⋅ a2⋅− 6 a3⋅−( )
kγ
:= a0
k1 2 a2⋅− a1 kω⋅−( )
kγ
:=
β kγ
kω
2




2
−:=
t 0 0.0001, T..:=
c1 γ10 a0−:= c2 ω10 a1− kω
c1
2
⋅+



1
β
⋅:=
ωtr t( ) e
kω− t⋅
2 kω−
2




⋅ c1 cos β t⋅( )⋅ c2 sin β t⋅( )⋅+( )⋅ e
kω− t⋅
2 c1− β⋅ sin β t⋅( )⋅ c2 β⋅ cos β t⋅( )⋅+( )+:=
ωfrs t( ) a1 2 a2⋅ t⋅+ 3 a3⋅ t2⋅+ 4 a4⋅ t3⋅+:=
γfrs t( ) a0 a1 t⋅+ a2 t2⋅+ a3 t3⋅+ a4 t4⋅+( ):=
ωtr 0( ) 1−= ω t( ) ωtr t( ) ωfrs t( )+:= a t( )
t
ω t( )d
d
:=
γtr t( ) e
kω− t⋅
2 c1 cos β t⋅( )⋅ c2 sin β t⋅( )⋅+( )⋅:=
γ t( ) γfrs t( ) γtr t( )+( ):= γfrs 0( ) 0.904= γtr 0( ) 0.904−=
ξ t( )
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx1 1,  cos γ t( )( ) ry1 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx2 1,  cos γ t( )( ) ry2 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx3 1,  cos γ t( )( ) ry3 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
























:=
  
 
5. brunva mudmivi siCqariT –programuli uzrunvelyofa 
 
 
 
 
 
    
    
   
 
   
        
  
    
  
   
   
   
    
 
 
i 1−:=
x1 10:= x2 45−:= x3 30:= R x:=
y1 1:= y2 20:= y3 x1( )
2 x2( )2+ x3( )2+ y1( )
2
− y2( )2−:= y3 51.225=
y 55= R 55= x 55=
r x y×:=
rx r x×:= ry r y×:= γT acos x
y
x( )2
⋅




:=
γ10 0.452:= ω10 1:=
ωf 1:= dωf 0:=T 1:= T
T
3
:= γf
2γT
3
:= dt
T
6
:=
γ0 0.452:=
ω0 1:=
S0 γ0:= S1 ω0:= S2
6 γf γ0−( )
T2
:= S2 S2
2 ωf 2ω0+( )
T
−:=
S3
12 γ0 γf−( )
T3
:= S3 S3
6 ωf ω0+( )
T2
+:=
k1 6
γ0
dt2






4
ω0
dt




+ S2+:= k2 6
ω0
dt2






4
S2
dt




+ S3+:= k3 3
S2
dt2






2
S3
dt




+:=
k4
S3
dt2






:= kγ
6
dt2
:= kω
4
dt
:=
a1 k1
2 dt⋅ k2⋅
3
−:= a1 a1
5 dt2⋅ k3⋅
9
+:= a1 a1
4 dt3⋅ k4⋅
9
−:=
a2 k2
4 dt⋅ k3⋅
3
−:= a2 a2
5 dt2⋅ k4⋅
3
+:= a3 k3 2 dt⋅ k4⋅−:= a4 k4:=
A γ10
1
6




dt2⋅ k1⋅−
1
9




dt3 k2⋅+
5
54




dt4⋅ k3⋅−
5
54




dt5 k4⋅+:=
B 2 γ10⋅
2
2






ω10 dt⋅+
2
6






dt2 k1⋅−
2
36






dt3⋅ k2⋅+ 5
2
270
⋅






dt4⋅ k3⋅+ 7
2
108






dt4⋅ k4⋅−:=
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
   
  
 
t 0 0.001, T..:=
γfrs t( )
1
kγ
a1 a2 t⋅+ a3 t
2
⋅+ a4 t
3
⋅+

:= γtr t( ) e
2− t
dt A cos 2
t
dt
⋅



⋅ B sin 2
t
dt
⋅



⋅+



⋅:=
γ t( ) γfrs t( ) γtr t( )+:=
ωfrs t( )
t
γfrs t( )d
d
:= ωtr t( )
t
γtr t( )d
d
:=
ω t( ) ωfrs t( ) ωtr t( )+:= a t( )
t
ω t( )d
d
:=
ξ t( )
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx1 1,  cos γ t( )( ) ry1 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx2 1,  cos γ t( )( ) ry2 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
x( )2 cos γf γ t( )−( ) rx3 1,  cos γ t( )( ) ry3 1,  ⋅−( )⋅
r( )2
























:=
